Geoacoustic inversion in laterally varying shallow-water environments using high-resolution wavenumber estimation by Becker, Kyle M.
rJ
o
o
~
l
':
-.
5
~
:t.t
~~.¿Geoacoustic Inversion in Laterally Varying
Shallow-Water Environments Using
High-Resolution Wavenumber Estimation
by
Kyle M. Becker
B.S., Mechanical Engineering, Boston University (1991)
S.M., Acoustics, The Pennsylvania State University (1995)
MaL / WHOI
lIBRARY
~oOds Hole, MA
Manne Biological Laboratory
WOods Hole OceanographicInstituion I
Submitted in partial fulfillment of the
requirements for the degree of
Doctor of Philosophy in Applied Ocean Sciences
at the
MASSACHUSETTS INSTITUTE OF TECHNOLOGY
and the
WOODS HOLE OCEANOGRAPHIC INSTITUTION
Fe bruary 2002
C§Kyle M Becker, 200L.
The author hereby grants to MIT and WHOI permission to reproduce
and to distribute copies of this thesis in whole or in part
Author. . ..........
Department of Applied Ocean Physics and Engineering, WHOI
Department of Ocean Engineering, MIT
Certified by........................ .... .ii: .2002
George V. Frisk
Senior Scientist, WHOI
Thesis Supervisor
Accepted by ..
Michael S. Triantafyllou
Chair, Joint Committee in Applied Ocean Science and Engineering,
MITjWHOI
G e o a c o u s t i c  I n v e r s i o n  i n  L a t e r a l l y  V a r y i n g  S h a l l o w - W a t e r
E n v i r o n m e n t s  U s i n g  H i g h - R e s o l u t i o n  W a v e n u m b e r
E s t i m a t i o n
b y
K y l e  M .  B e c k e r
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D e p a r t m e n t  o f  O c e a n  E n g i n e e r i n g ,  M I T
o n  F e b r u a r y ,  2 0 0 2 ,  i n  p a r t i a l  f u l f i l l m e n t  o f  t h e
r e q u i r e m e n t s  f o r  t h e  d e g r e e  o f
D o c t o r  o f  P h i l o s o p h y  i n  O c e a n o g r a p h i c  E n g i n e e r i n g
A b s t r a c t
S o u n d  p r o p a g a t i o n  i n  s h a l l o w  w a t e r  i s  h i g h l y  d e p e n d e n t  o n  t h e  i n t e r a c t i o n  o f  t h e
s o u n d  f i e l d  w i t h  t h e  b o t t o m .  I n  o r d e r  t o  f u f l y  u n d e r s t a n d  t h i s  p r o b l e m ,  i t  i s  n e c e s -
s a r y  t o  o b t a i n  r e l i a b l e  e s t i m a t e s  o f  b o t t o m  g e o a c o u s t i c  p r o p e r t i e s  t h a t  c a n  b e  u s e d
i n  a c o u s t i c  p r o p a g a t i o n  c o d e s .  I n  t h i s  t h e s i s ,  p e r t u r b a t i v e  i n v e r s i o n  m e t h o d s  a n d
e x a c t  i n v e r s e  m e t h o d s  a r e  d i s c u s s e d  a s  a  m e a n s  f o r  i n f e r r i n g  g e o a c o u s t i c  p r o p e r t i e s
o f  t h e  b o t t o m .  F o r  e a c h  o f  t h e s e  m e t h o d s ,  t h e  i n p u t  d a t a  t o  t h e  i n v e r s i o n  i s  t h e
h o r i z o n t a l  w a v e n u m b e r  s p e c t r u m  o f  a  p o i n t - s o u r c e  a c o u s t i c  f i e l d .  T h e  m a i n  t h r u s t
o f  t h e  t l i e s i s  w o r k  c o n c e r n s  e x t r a c t i n g  h o r i z o n t a l  w a v e n u m b e r  c o n t e n t  f o r  f u l l y  t h r e e -
d i m e n s i o n a l l y  v a r y i n g  w a v e g u i d e  e n v i r o n m e n t s .  I n  t h i s  c o n t e x t ,  a  h i g h - r e s o l u t i o n
a u t o r e g r e s s i v e  ( A R )  s p e c t r a l  e s t i m a t o r  w a s  a p p l i e d  t o  d e t e r m i n e  w a v e n u m b e r  c o n -
t e n t  f o r  s h o r t  a p e r t u r e  d a t a .  A s  p a r t  o f  t h i s  w o r k ,  t h e  A R  e s t i m a t o r  w a s  e x a m i n e d
f o r  i t s  a b i l i t y  t o  d e t e c t  d i s c r e t e  w a v e n u m b e r s  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  n o i s e  a n d  a l s o  t o
r e s o l v e  c l o s e l y  s p a c e d  w a v e n u m b e r s  f o r  s h o r t  a p e r t u r e  d a t a .  A s  p a r t  o f  a  g e o a c o u s -
t i c  i n v e r s i o n  w o r k s h o p ,  t h e  e s t i m a t o r  w a s  a p p l i e d  t o  e x t r a c t  h o r i z o n t a l  w a v e n u m b e r
c o n t e n t  f o r  s y n t h e t i c  p r e s s u r e  f i e l d  d a t a  w i t h  r a n g e - v a r y i n g  g e o a c o u s t i c  p r o p e r t i e s  i n
t h e  s e d i m e n t .  T h e  r e s u l t i n g  w a v e n u m b e r  c o n t e n t  w a s  u s e d  a s  i n p u t  d a t a  t o  a  p e r -
t u r b a t i v e  i n v e r s e  a l g o r i t h m  t o  d e t e r m i n e  t h e  s o u n d  s p e e d  p r o f i l e  i n  t h e  s e d i m e n t .  I t
w a s  s h o w n  u s i n g  t h e  h i g h - r e s o l u t i o n  w a v e n u m b e r  e s t i m a t o r  t h a t  b o t h  t h e  s h a p e  a n d
l o c a t i o n  o f  t h e  r a n g e - v a r i a b i l i t y  i n  t h e  s e d i m e n t  c o u l d  b e  d e t e r m i n e d .  T h e  e s t i m a -
t o r  w a s  a l s o  a p p l i e d  t o  d e t e r m i n e  w a v e n u m b e r s  f o r  s y n t h e t i c  d a t a  w h e r e  t h e  w a t e r
c o l u m n  s o u n d  s p e e d  c o n t a i n e d  t e m p o r a l  v a r i a t i o n s  d u e  t o  t h e  p r e s e n c e  o f  i n t e r n a l
w a v e s .  I t  w a s  s h o w n  t h a t  r e l i a b l e  e s t i m a t e s  o f  h o r i z o n t a l  w a v e n u m b e r s  c o u l d  b e  o b -
t a i n e d  t h a t  a r e  c o n s i s t e n t  w i t h  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  o f  t h e  w a v e g u i d e .  T h e  M o d a l
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t i a l  v a r i a b i l i t y  o f  a  p r o p a g a t i n g  s o u n d  f i e l d  a n d  i t s  c o r r e s p o n d i n g  m o d a l  c o n t e n t  i n
t w o - d i m e n s i o n s ,  i s  a l s o  d i s c u s s e d .  T h e  A R  e s t i m a t o r  i s  a p p l i e d  t o  e x t r a c t  m o d a l  c o n -
t e n t  f r o m  t h e  r e a l  d a t a  a n d  i n t e r p r e t e d  w i t h  r e s p e c t  t o  s o u r c e / r e c e i v e r  m o t i o n  a n d
g e o m e t r y .  F o r  a  m o v i n g  s o u r c e ,  i t  i s  s h o w n  t h a t  t h e  w a v e n u m b e r  c o n t e n t  i s  D o p p l e r
s h i f t e d .  A  m e t h o d  i s  t h e n  d e s c r i b e d  t h a t  a l l o w s  t h e  d i r e c t  m e a s u r e  o f  m o d a l  g r o u p
v e l o c i t i e s  f r o m  D o p p l e r  s h i f t e d  w a v e n u m b e r  s p e c t r a .  F i n a l l y ,  n u m e r i c a l  s t u d i e s  a r e
p r e s e n t e d  a d d r e s s i n g  t h e  p r a c t i c a l  i s s u e s  a s s o c i a t e d  w i t h  u s i n g  M O M A X  t y p e  d a t a
i n  t h e  e x a c t  i n v e r s i o n  m e t h o d  o f  G e l f a n d - L e v i t a n .
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1 - 3  P l a n  v i e w  o f  5 0  H z  N x 2 D  a c o u s t i c  p r e s s u r e  f i e l d  g e n e r a t e d  u s i n g  K R A K E N
f o r  3 - D  e n v i r o n m e n t a l  m o d e l  . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . .  2 9
1 - 4  P l o t s  o f  w a v e n u m b e r  e v o l u t i o n  w i t h  r a n g e  a n d  a z i m u t h  f o r  3 - D  e n v i -
r o n m e n t .  T o p  p l o t  i s  m o d e  1  a n d  b o t t o m  i s  m o d e  2  f o r  5 0  H z  f i e l d .  3 0
1 - 5  M o d e l  d a t a  c o m p a r i s o n  f o r  M O M A X  e x p e r i m e n t  a t  7 5  H z  . .  3 2
2 - 1  L a y e r e d  s e d i m e n t  m o d e l  u s e d  f o r  c a l c u l a t i o n  o f  p l a n e - w a v e  r e f l e c t i o n
c o e f f c i e n t .  . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . .  .  .  .  .  .  .  . .  3 8
2 - 2  A n g l e  d e f i n i t i o n s  f o r  c o o r d i n a t e  t r a n s f o r m s  i n  C a r t e s i a n  a n d  w a v e n u m -
b e r  s p a c e  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  4 0
2 - 3  S o u r c e / R e c e i v e r  g e o m e t r y  c o n s i d e r e d  b y  H a w k e r  f o r  m o v i n g  s o u r c e
p r o b l e m  ( 3 8 ) .  . . . . . . .  4 6
2 - 4  G e o m e t r y  u s e d  b y  S c h m i d t  a n d  K u p e r m a n  f o r  a n a l y s i s  o f  D o p p l e r
s h i f t s  d u e  t o  s o u r c e / r e c e i v e r  m o t i o n s  ( 7 3 J . .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . .  4 7
8
2 - 5  I - D i m e n s i o n a l  i n v e r s e  s c a t t e r i n g  p r o b l e m  m o d e L .  I n v e r s e  p r o b l e m  i s  t o
d e t e r m i n e  t h e  p o t e n t i a l  V ( z )  o f  t h e  s c a t t e r i n g  r e g i o n .  5 3
3 - 1  5 0  H z  s y n t h e t i c  p r e s s u r e  f i e l d  d a t a  f o r  w a v e g u i d e  w i t h  u n k n o w n  r a n g e -
d e p e n d e n t  s e d i m e n t  p r o p e r t i e s .  1 0 0 0  m  a n d  2 0 0 0  m  d a t a  s e g m e n t s  a r e
s h o w n  a s  u s e d  f o r  m a k i n g  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s .  5 7
3 - 2  C o m p a r i s o n  o f  s p e c t r a l  e s t i m a t e s  f o r  2 0 0 0  m  d a t a  a p e r t u r e .  C l a s s i c a l
P S D  r e s u l t  i s  s o l i d ,  h i g h - r e s o l u t i o n  r e s u l t  i s  d a s h e d ,  a n d  t r u e  w a v e n u m -
b e r  v a l u e s  a r e  d o t t e d .  5 8
3 - 3  C o m p a r i s o n  o f  s p e c t r a l  e s t i m a t e s  f o r  1 0 0 0  m  d a t a  a p e r t u r e .  C l a s s i c a l
P S D  r e s u l t  i s  s o l i d ,  h i g h - r e s o l u t i o n  r e s u l t  i s  d a s h e d ,  a n d  t r u e  w a v e n u m -
b e r  v a l u e s  a r e  d o t t e d .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . .  5 8
3 - 4  S p e c t r a l  e s t i m a t e s  f o r  1 0 0  r e a l i z a t i o n s  o f  s i g n a l  w i t h  2  s i n u s o i d s  i n
n o i s e .  S N R  =  2 0  d B ,  I i  =  O . 4 H  z ,  f i  =  0 . 3 5 H  z .  A R  m o d e l  o r d e r  i s
i n d i c a t e d  a t  t o p  o f  e a c h  p l o t . .  .  .  .  .  .  .  7 7
3 - 5  S p e c t r a l  e s t i m a t e s  f o r  1 0 0  r e a l i z a t i o n s  o f  s i g n a l  w i t h  2  s i n u s o i d s  i n
n o i s e .  S N R  =  2 0  d B ,  I i  =  O . 4 H  z ,  f i  =  0 . 3 5 H  z .  A R  m o d e l  o r d e r  i s
i n d i c a t e d  a t  t o p  o f  e a c h  p l o t . .  .  7 8
3 - 6  E n v i r o n m e n t  m o d e l  f o r  I n v e r s i o n  W o r k s h o p  T C O .  8 3
3 - 7  S l i d i n g  W i n d o w  s p e c t r a l  e s t i m a t e s  f o r  5 0  H z  T C O .  T r i a n g l e s  a r e  t h e
r a n g e - d e p e n d e n t  h o r i z o n t a l  w a v e n u m b e r s  d e t e r m i n e d  u s i n g  K R A K E N
p l o t t e d  o v e r  t h e  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  8 4
3 - 8  W a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  f o r  T C O  ( d o t s )  p l o t t e d  w i t h  v a l u e s  f o r  t h e  s t a r t -
i n g  r a n g e ,  c e n t e r  r a n g e ,  a n d  e n d  r a n g e  o f  t h e  t r a n s f o r m  a p e r t u r e .  8 4
3 - 9  S h e l f b r e a k  e n v i r o n m e n t a l  m o d e l  f o r  I n v e r s i o n  W o r k s h o p  T C 2 .  . .  8 5
3 - 1 0  W a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  s h o w i n g  r a n g e - i n d e p e n d e n t  r e g i o n  a f t e r  t h e
s h e l f b r e a k  f o r  I n v e r s i o n  W o r k s h o p  T C 2 .  8 7
3 - 1 1  W a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  u s i n g  a d a p t i v e  A R  m o d e l  o r d e r  s e l e c t o r  s h o w -
i n g  w a v e n u m b e r  e v o l u t i o n  f o r  I n v e r s i o n  W o r k s h o p  T C 2 .  .  .  .  .  .  .  . .  8 7
9
3 - 1 2  W a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  f o r  o r d e r  6 6  A R  e s t i m a t o r  s h o w i n g  w a v e n u m b e r
e v o l u t i o n  I n v e r s i o n  W o r k s h o p  T C 2  d a t a  w i t h  6 0  d B  n o i s e  a d d e d .  8 8
3 - 1 3  E n v i r o n m e n t  m o d e l  f o r  I n v e r s i o n  W o r k s h o p  T C 3 .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  8 9
3 - 1 4  W a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  f o r  r a n g e - d e p e n d e n t  s e d i m e n t  o f I n v e r s i o n  W o r k -
s h o p  T C 3 .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  9 0
3 - 1 5  W a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  f o r  r a n g e - d e p e n d e n t  s e d i m e n t  o f I n v e r s i o n  W o r k -
s h o p  T C 3  w i t h  r a n g e - i n d e p e n d e n t  s e g m e n t s  i d e n t i f i e d .  . . . . . . .  9 1
3 - 1 6  S p e c t r a l  e s t i m a t e s  f o r  f u l l  a p e r t u r e s  o f  r a n g e - i n d e p e n d e n t  r e g i o n s  i d e n -
t i f i e d  f o r  I n v e r s i o n  W o r k s h o p  T C 3 .  . . . . . . . . . . . . .  9 2
3 - 1 7  C o m p r e s s i o n a l  w a v e  s p e e d  i n  t h e  s e d i m e n t s  f o r  I n v e r s i o n  W o r k s h o p
T C 3 .  O p e n  c i r c l e s  a r e  b a c k g r o u n d  p r o f i l e  u s e d  f o r  p e r t u r b a t i v e  i n v e r -
s i o n ,  s o l i d  l i n e  i s  g r o u n d  t r u t h ,  a n d  d a s h e d  l i n e  i s  i n f e r r e d  p r o f i l e .  9 2
3 -  1 8  R e s o l u t i o n  K e r n e l s  f o r  i n v e r s i o n  r e s u l t s  o f  I n v e r s i o n  W o r k s h o p  T C 3 .
B a c k g r o u n d  r e p r e s e n t s  r e g i o n s  1  a n d  3  a n d  I n t r u s i o n  r e p r e s e n t s  r e g i o n  2 .  9 3
3 - 1 9  C o m p l e x  p r e s s u r e  f i e l d  m o d e l e d  u s i n g  i n f e r r e d  s e d i m e n t  s o u n d  s p e e d
p r o f i l e  c o m p a r e d  t o  i n v e r s i o n  w o r k s h o p  T C 3  d a t a  a t  5 0  H z .  .  .  .  9 4
3 - 2 0  C o m p l e x  p r e s s u r e  f i e l d  m o d e l e d  u s i n g  i n f e r r e d  s e d i m e n t  s o u n d  s p e e d
p r o f i l e  c o m p a r e d  t o  i n v e r s i o n  w o r k s h o p  T C 3  d a t a  a t  1 0 0  H z .  .  .  9 5
3 - 2 1  R a n g e - d e p e n d e n t  s o u n d  v e l o c i t y  f i e l d  f o r  I W  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  ( 7 6 ) .
B a c k g r o u n d  p r o f i l e  i s  o n  l e f t .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  9 8
3 - 2 2  1 0 0  H z  T L  p l o t s  f o r  i n t e r n a l  w a v e  s t u d y .  5  k m  s u b - p l o t s  s h o w  d e p a r t u r e
o f  i n t e r n a l  w a v e  m e a s u r e m e n t s  f r o m  u n p e r t u r b e d  c a s e .  . . . . . .  9 9
3 - 2 3  S l i d i n g  w i n d o w  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  w i t h  K R A K E N  r e s u l t s  ( d a s h e d )
p l o t t e d  f o r  u n p e r t u r b e d  c a s e .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  1 0 0
3 - 2 4  S l i d i n g  w i n d o w  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  w i t h  K R A K E N  r e s u l t s  ( d a s h e d )
p l o t t e d  f o r  I W  c a s e .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . .  1 0 0
4 - 1  S k e t c h  r e p r e s e n t a t i o n  o f  M O M A X  e x p e r i m e n t a l  
l a y o u t
4 - 2  M O M A X  d r i f t e r  b u o y  c o m p o n e n t s .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .
1 0 3
1 0 5
1 0
4 - 3  H y d r o p h o n e  d e p t h  r e c o r d  f o r  t y p i c a l  M O M A X  e x p e r i m e n t a l  r u n .  1 0 6
4 - 4  M O M A X  E x p e r i m e n t  S i t e  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  1 0 9
4 - 5  ( a )  S S P  f o r  a l l  e x p e r i m e n t s  ( b )  M e a n  a n d  + / -  1  s t d  1 1 2
4 - 6  S o u n d  s p e e d  v a r i a b i l i t y  d u r i n g  S W A T  e x p e r i m e n t  1  d e t e r m i n e d  f r o m
t e m p e r a t u r e  v a r i a b i l i t y  r e c o r d e d  o n  N R L  T - s t r i n g . .  .  .  .  .  .  .  .  .  . .  1 1 4
5 - 1  5 0  H z  s p a t i a l  p r e s s u r e  f i e l d  m e a s u r e d  w i t h  s o u r c e  l o c a t e d  a t  t h e  o r i g i n
o f  t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m .  T o p  p l o t  i s  p r e s s u r e  m a g n i t u d e ,  c e n t e r  p l o t
i s  p h a s e ,  a n d  b o t t o m  p l o t  i s  d r i f t e r  t r a c k  g e o m e t r y .  .  .  .  .  .  .  .  .  . .  1 1 7
5 - 2  5 0  H z  d a t a  p l o t t e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  t i m e  w i t h  c o r r e s p o n d i n g  s e p a r a t i o n
d i s t a n c e  b e t w e e n  s o u r c e  a n d  r e c e i v e r  I n i t i a l  r a n g e  f o r  b o t t o m  p l o t
d e t e r m i n e d  f r o m  a  s i n g l e  G P S  m e a s u r e m e n t .  1 1 9
5 - 3  S o u r c e / r e c e i v e r  s e p a r a t i o n  s p e e d s  d e t e r m i n e d  f r o m  G P S  a n d  p h a s e
m e a s u r e m e n t s  o f  5 0  H z  c o m p l e x - p r e s s u r e  f i e l d .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  1 2 0
5 - 4  S c h e m a t i c  r e p r e s e n t i n g  m a p p i n g  o f  s p a t i a l  p r e s s u r e  d a t a  t o  a  r a n g e  g r i d . 1 2 1
5 - 5  S o u r c e / R e c e i v e r  g e o m e t r y  f o r  S W A T  2 0  H z  e x p e r i m e n t .  1 2 3
5 - 6  2 0  H z  C o m p l e x  p r e s s u r e  m e a s u r e d  o n  L a r r y .  .  .  .  .  1 2 5
5 - 7  M o d a l  e v o l u t i o n  f o r  s i n g l e  m o d e  a t  2 0  H z  o n  L a r r y .  1 2 5
5 - 8  2 0  H z  C o m p l e x  p r e s s u r e  m e a s u r e d  o n  M o e .  .  .  .  .  1 2 6
5 - 9  M o d a l  e v o l u t i o n  f o r  s i n g l e  m o d e  a t  2 0  H z  o n  M o e .  1 2 6
5 - 1 0  M O M A X  I  e x p e r i m e n t  4  g e o m e t r y  a n d  b a t h y m e t r y .  D e p t h  i s  i n d i c a t e d
b y  t h e  c o l o r b a r  o n  t h e  r i g h t  i n  m e t e r s .  F o r  t h i s  e x p e r i m e n t ,  t h e  b u o y
m o v e d  v e r y  l i t t l e  a s  i n d i c a t e d  b y  t h e  t r a c k  a t  t h e  u p p e r  l e f t ,  a n d  t h e
s o u r c e  w a s  m o v i n g  s l o w l y  a l o n g  a  c o n s t a n t  b e a r i n g .  .  .  .  1 2 7
5 - 1 1  7 5  H z  p r e s s u r e  f i e l d  m a g n i t u d e  f o r  M O M A X  9 7  e x p e r i m e n t  4  p l o t t e d
o v e r  t h e  d r i f t  t r a c k .  D r i f t  t r a c k  i s  p l o t t e d  r e l a t i v e  t o  s o u r c e  p o s i t i o n .  1 2 8
5 - 1 2  7 5  H z  c o m p l e x  p r e s s u r e  p l o t t e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  r a n g e  f o r  M O M A X  9 7
e x p e r i m e n t  4 .  .  .  .  .  1 2 9
5 - 1 3  H o r i z o n t a l  W a v e n u m b e r  S p e c t r u m  f o r  f u l l  a p e r t u r e  7 5  H z  d a t a .  1 2 9
1 1
5 - 1 4  S t a r t i n g  p r o f i l e  a n d  i n f e r r e d  p r o f i l e  f o r  M O M A X  9 7  e x p e r i m e n t  4 .  D e n -
s i t y  w a s  1 . 8  g /  c m 3  a n d  n o  a t t e n u a t i o n  w a s  u s e d .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . .  1 3 0
5 - 1 5  C o m p a r i s o n  o f  7 5  H z  m e a s u r e d  a n d  s y n t h e t i c  p r e s s u r e  m a g n i t u d e  d a t a
f o r  i n v e r s i o n  o f  M O M A X  9 7  e x p e r i m e n t  4  . .  . . . . . . . . . . .  1 3 1
5 - 1 6  M O M A X  9 7  e x p e r i m e n t  2  g e o m e t r y  a n d  b a t h y m e t r y .  B u o y  t r a c k  i s
s h o w n  i n  u p p e r  l e f t  a n d  s o u r c e  t r a c k  i n  b o t t o m  n g h t .  W a t e r  d e p t h  i s
i n d i c a t e d  b y  t h e  c o l o r b a r  o n  t h e  r i g h t  i n  m e t e r s .  .  .  .  1 3 2
5 - 1 7  7 5  H z  p r e s s u r e  f i e l d  m a g n i t u d e  f o r  M O M A X  9 7  e x p e r i m e n t  2  p l o t t e d
o v e r  t h e  d r i f t  t r a c k .  D r i f t  t r a c k  i s  p l o t t e d  r e l a t i v e  t o  s o u r c e  p o s i t i o n .  1 3 3
5 - 1 8  H o r i z o n t a l  w a v e n u m b e r  s p e c t r u m  e s t i m a t e  f o r  M O M A X  9 7  e x p e r i m e n t
2  d a t a  a t  7 5  H z .  A R  e s t i m a t e  i s  s o l i d  l i n e ,  P S D  e s t i m a t e  i s  d a s h e d .  .  1 3 3
5 - 1 9  S t a r t i n g  p r o f i l e  ( t h i n )  a n d  i n f e r r e d  ( t h i c k )  s e d i m e n t  s o u n d  s p e e d  p r o -
f i l e  f o r  M O M A X  9 7  e x p e r i m e n t  2 .  D e n s i t y  w a s  1 . 8  g / c m 3  w i t h  n o
a t t e n u a t i o n  u s e d .  .  .  .  .  .  1 3 5
5 - 2 0  C o m p a r i s o n  o f  m e a s u r e d  a n d  s y n t h e t i c  d a t a  f o r  i n v e r s i o n  o f  M O M A X
9 7  e x p e r i m e n t  2 .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  1 3 5
5 - 2 1  S o u r c e  r e c e i v e r  g e o m e t r y  f o r  S W A T  e x p e r i m e n t  2  w i t h  r e g i o n  o f  s o u r c e
t r a c k  d o u b l i n g  b a c k  o n  i t s e l f .  S e g m e n t  2  i n d i c a t e s  t i m e  w h e n  s o u r c e  i s
m o v i n g  a w a y  f r o m  b u o y  a n d  s e g m e n t  3  i n d i c a t e d  t i m e  w h e n  s o u r c e  i s
c l o s i n g  o n  b u o y .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . .  1 3 7
5 - 2 2  5 0  H z  p r e s s u r e  f i e l d  f o r  S W A T  e x p e r i m e n t  2 .  S o u r c e  i s  m o v i n g  a t  a
c o n s t a n t  s p e e d  o f  2  m / s .  .  .  .  1 3 8
5 - 2 3  S o u n d  s p e e d  v a r i a b i l i t y  m e a s u r e d  o n  N R L  T - s t r i n g s  d u r i n g  a c o u s t i c
m e a s u r e m e n t s  a l o n g  s e g m e n t s  2  a n d  3 .  C o l o r b a r s  i n d i c a t e  s o u n d  v e -
l o c i t y  i n  m / s .  .  .  .  .  .  1 3 9
5 - 2 4  5 0  H z  p r e s s u r e  m a g n i t u d e  d a t a  f o r  o v e r l a p p i n g  t r a c k s  o f  s e g m e n t s  2
a n d  3 .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  1 4 0
5 - 2 5  M o d a l  e v o l u t i o n  f o r  5 0  H z  d a t a  o f  s e g m e n t  2 .  1 4 0
1 2
5 - 2 6  W a t e r f a l l  p l o t  o f  s p e c t r u m  a m p l i t u d e s  w i t h  r a n g e  f o r  5 0  H z  d a t a  o f
s e g m e n t  2 .  1 4 1
5 - 2 7  M o d a l  e v o l u t i o n  f o r  5 0  H z  d a t a  o f  s e g m e n t  3 .  1 4 1
5 - 2 8  W a t e r f a l l  p l o t  o f  s p e c t r u m  a m p l i t u d e s  w i t h  r a n g e  f o r  5 0  H z  d a t a  o f
s e g m e n t  3 .  .  .  .  .  .  .  1 4 2
5 - 2 9  E v o l u t i o n  o f  m o d e s  1  a n d  2  w i t h  r a n g e  s h o w i n g  b i a s  d u e  t o  s o u r c e
m o t i o n  o v e r  s e g m e n t s  2  a n d  3 .  .  .  .  .  . .  . . . . . . .  1 4 3
5 - 3 0  D o p p l e r  c o r r e c t e d  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  f o r  m o d e s  1  a n d  2  o v e r  d a t a
s e g m e n t s  2  a n d  3 .  .  .  .  . .  . . . . . . .  1 4 5
5 - 3 1  5 0  H z  s y n t h e t i c  p r e s s u r e  f i e l d s  g e n e r a t e d  f o r  m o v i n g  s o u r c e  a n a l y s i s .
S N R  i s  4 0  d B .  S o u r c e  s p e e d s  w e r e  1 0  m / s .  1 4 7
5 - 3 2  S p e c t r a l  e s t i m a t e s  f o r  m o v i n g  s o u r c e  d a t a  w i t h  s t a t i o n a r y  v a l u e s  o f
h o r i z o n t a l  w a v e n u m b e r s  i n d i c a t e d  b y  d a s h e d  l i n e .  S o u r c e  s p e e d  w a s
1 0  m / s  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . .  1 4 8
5 - 3 3  R e f l e c t i o n  C o e f f c i e n t  a t  2 0  H z  w i t h  a n d  w i t h o u t  d e n s i t y  d i s c o n t i n u i t y
a t  w a t e r - b o t t o m  i n t e r f a c e .  .  1 5 0
5 - 3 4  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  w i t h  a n d  w i t h o u t  d e n s i t y
d i s c o n t i n u i t y  1 5 2
5 - 3 5  C o m p a r i s o n  o f  i n f e r r e d  s o u n d  s p e e d  p r o f i l e  i n  s e d i m e n t  u s i n g  t h e  G e l f a n d -
L e v i t a n  m e t h o d .  R e s u l t s  a r e  s h o w n  w i t h  a n d  w i t h o u t  d e n s i t y  d i s c o n -
t i n u i t y  a n d  f o r  t r u n c a t e d  w a v e n u m b e r  i n t e g r a l s .  1 5 2
5 - 3 6  P e k e r i s  e n v i r o n m e n t  u s e d  t o  c a l c u l a t e  s h a l l o w  w a t e r  G r e e n ' s  f u n c t i o n .  1 5 3
5 - 3 7  E x a c t  G r e e n ' s  f u n c t i o n  f o r  P e k e r i s  p r o b l e m  c o m p a r e d  t o  O A S E S  a n d
K R A K E N .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  1 5 4
5 - 3 8  R e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  d e t e r m i n e d  f r o m  s h a l l o w - w a t e r  G r e e n ' s  f u n c t i o n .  1 5 4
5 - 3 9  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  P e k e r i s  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  w i t h  e f f e c t  o f  d e n s i t y
d i s c o n t i n u i t y  r e m o v e d .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . .  1 5 5
1 3
5 - 4 0  S e d i m e n t  s o u n d  s p e e d  p r o f i l e  i n f e r r e d  u s i n g  t h e  G e l f a n d - L e v i t a n  m e t h o d
f o r  t h e  P e k e r i s  p r o b l e m  i n  f i g u r e  5 - 3 6 .  .  .  .  .  .  .  .  1 5 5
1 4
L i s t  o f  T a b l e s
3 . 1  S N R  ( d B )  v s  1 0 0 0 g i o ( m s e )  f o r  e s t i m a t i o n  o f  f r e q u e n c y  =  2 . 5 / 2 7 r  H z . .  7 3
3 . 2  S N R  ( d B )  v s  b i a s  o f  e s t i m a t e s  f o r  f r e q u e n c i e s  f i  2 . 5 / 2 7 r  H z  a n d
1 3  =  2 . 3 / 2 7 r  H z .  .  .  .  .  .  7 4
3 . 3  S N R  ( d B )  v s  1 0 0 0 g l O ( m s e )  f o r  e s t i m a t i o n  o f  f o  u s i n g  E S P R I T  a n d  A R .
f o  =  0 . 4  H z ,  6  f  =  0 . 0 1 1  H z .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . .  7 5
3 . 4  P r o b a b i l i t y  o f  s u c c e s s  f o r  e s t i m a t i o n  o f  f  =  0 . 4  H z  w i t h  S N R  =  1 0  d B ,
m o d e l  o r d e r  p  =  2 0 ,  a n d  i n c r e a s i n g  d a t a  l e n g t h .  P e r c e n t  c o r r e c t  f o r
e s t i m a t i n g  ( f l  : :  0 . 0 0 1 )  H z  7 6
3 . 5  P r o b a b i l i t y  o f  s u c c e s s  f o r  e s t i m a t i o n  o f  f  =  0 . 4  H z  w i t h  S N R  =  1 0  d B
a n d  i n c r e a s i n g  m o d e l  o r d e r .  . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  7 9
3 . 6  P e k e r i s  o c e a n  m o d e L .  F r e q u e n c y  =  1 0 0  H z ,  s o u r c e  d e p t h  =  2 0 . 5  m ,
a n d  r e c e i v e r  d e p t h  =  1 5 . 5 m .  .  8 0
3 . 7  M o d a l  e i g e n v a l u e s  a n d  c o r r e s p o n d i n g  a m p l i t u d e s  a t  s o u r c e  a n d  r e c e i v e r
f o r  P e k e r i s  o c e a n  m o d e L .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . .  8 0
3 . 8  S N R  ( d B )  v s  1 0 0 0 g i o ( m s e )  o f  e i g e n v a l u e s  f o r  d i f f e r e n t  d a t a  a p e r t u r e
l e n g t h s .  . . . . . . . . . . . .  8 1
4 . 1  O v e r v i e w  o f  s o u r c e  a n d  b u o y  d e p l o y m e n t s  f o r  M O M A X  9 7 .  .  1 1 1
4 . 2  O v e r v i e w  o f  s o u r c e  a n d  b u o y  d e p l o y m e n t s  f o r  S W A T .  .  .  1 1 3
5 . 1  P e k e r i s  w a v e g u i d e  m o d e l  p a r a m e t e r s  f o r  m o v i n g  s o u r c e  e x p e r i m e n t .  1 4 5
5 . 2  M o d a l  e i g e n v a l u e s  a n d  a m p l i t u d e s  f o r  5 0  H z  P e k e r i s .  . . . . . . . .  1 4 6
1 5
5 . 3  W a v e n u m b e r  a n d  g r o u p  v e l o c i t i e s  e s t i m a t e d  f r o m  m o v i n g  s o u r c e  s p e c -
t r a  c o m p a r e d  t o  t r u e  v a l u e s .  S o u r c e  s p e e d  w a s  1 0  m / s .  1 4 6
1 6
C h a p t e r  1
I n t r o d u c t i o n  a n d  O v e r v i e w
1 . 1  M o t i v a t i o n
A n y  r e v i e w  o f  t h e  u n d e r w a t e r  a c o u s t i c  o r  o c e a n  s c i e n c e  l i t e r a t u r e  w i l  i m m e d i a t e l y
i m p r e s s  u p o n  t h e  r e a d e r  t h e  i m p o r t a n c e  o f  a c o u s t i c s  a s  a  t o o l  f o r  u n d e r s t a n d i n g  n o t
o n l y  a c o u s t i c  p r o b l e m s  s u c h  a s  p r o p a g a t i o n  a n d  s c a t t e r i n g ,  b u t  m a n y  o t h e r  o c e a n
s c i e n c e  p r o b l e m s  a s  w e l l ,  i n c l u d i n g  m e a s u r e m e n t s  o f  o c e a n  t e m p e r a t u r e  a n d  c u r r e n t s ,
m o n i t o r i n g  o f  m a r i n e  m a m m a l  a c t i v i t y ,  a n d  c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  d i f f e r e n t  f i s h  s p e c i e s ,
t o  n a m e  a  f e w  W h a t e v e r  t h e  a p p l i c a t i o n ,  e a c h  b e n e f i t s  f r o m  i n c r e a s e d  k n o w l e d g e
o f  t h e  p r o p a g a t i o n  e n v i r o n m e n t .  C o n s i s t e n t  w i t h  t h i s ,  i n  a  m u c h  r e f e r e n c e d  p a p e r
b y  H a m i l t o n ( 3 6 ) ,  a  c a s e  w a s  m a d e  f o r  t h e  i m p o r t a n c e  o f  g e o a c o u s t i c  m o d e l i n g  o f  t h e
s e a b e d .  H a m i l t o n  a s s e r t s  t h a t  k n o w l e d g e  o f  g e o a c o u s t i c  m o d e l s  i s  b a s i c  t o  t h e  u n d e r -
s t a n d i n g  o f  u n d e r w a t e r  a c o u s t i c s .  H i s  s t a t e m e n t  o f  t w e n t y  y e a r s  a g o  i s  p a r t i c u l a r l y
t r u e  n o w  w i t h  t o d a y ' s  r e q u i r e m e n t  o f  r a p i d  a s s e s s m e n t  w h e r e  c o m p l e x  m o d e l s  b a s e d
o n  r e a l i s t i c  i n p u t  p a r a m e t e r s  a r e  u s e d  f o r  p r e d i c t i o n  p u r p o s e s .  I n  s h a l l o w  w a t e r  e n v i -
r o n m e n t s ,  w h e r e  t h e  s o u n d  f i e l d  i s  c o n s t a n t l y  i n t e r a c t i n g  w i t h  t h e  s e a f l o o r ,  k n o w l e d g e
o f  b o t t o m  g e o a c o u s t i c  p r o p e r t i e s  i s  c r i t i c a l  t o  m a k i n g  a c c u r a t e  p r e d i c t i o n s .  I t  i s  t h i s
s c e n a r i o  t h a t  c a l l s  f o r  a  r o b u s t  m e a n s  o f  d e t e r m i n i n g  t h e  g e o a c o u s t i c  p r o p e r t i e s  o f
t h e  s e a f l o o r .
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S t r a t i f i e d  W a v e g u i d e  M o d e l
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F i g u r e  1 - 1 :  S i m p l e  e n v i r o n m e n t a l  m o d e l  r e p r e s e n t i n g  h o r i z o n t a l l y  s t r a t i f i e d  w a v e g -
u i d e
1 . 2  O b j e c t i v e s
T h e  o b j e c t i v e  o f  t h i s  t h e s i s  w o r k  i s  t o  i n v e s t i g a t e  m e t h o d s  f o r  i n f e r r i n g  t h e  p r o p e r t i e s
o f  t h e  s e a f l o o r  f r o m  s p e c t r a l  m e a s u r e m e n t s  o f  p o i n t - s o u r c e  a c o u s t i c  p r e s s u r e  f i e l d  d a t a
i n  s h a l l o w - w a t e r  e n v i r o n m e n t s .  T h e  d a t a  c o n s i s t  o f  c o m p l e x  p r e s s u r e  m e a s u r e d  o n
s y n t h e t i c  a p e r t u r e  h o r i z o n t a l  p l a n a r  a r r a y s  f o r  a  p o i n t  s o u r c e  a t  c o n s t a n t  d e p t h  e m i t -
t i n g  s e v e r a l  d i s c r e t e  t o n e s  ( 3 1 ) .  A  c a n o n i c a l  m o d e l  i s  r e p r e s e n t e d  i n  F i g u r e  1 - 1 .  I n
t h i s  c o n t e x t ,  t h e  s p e c t r a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  f i e l d  i s  g i v e n  b y  t h e  d e p t h - d e p e n d e n t
G r e e n ' s  f u n c t i o n  v e r s u s  h o r i z o n t a l  w a v e n u m b e r  A s  w i l  b e  s h o w n ,  t h e  b a s i s  f o r  t h e
g e o a c o u s t i c  i n v e r s e  p r o b l e m  i s  t h e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  o n  t h e  l o c a l
p r o p e r t i e s  o f  t h e  w a v e g u i d e .  T h e o r y  a n d  e x p e r i m e n t  h a v e  c o n f i r m e d  t h i s  r e l a t i o n s h i p
t h r o u g h  a p p l i c a t i o n  o f  H a n k e l  t r a n s f o r m - b a s e d  m e t h o d s  f o r  e x t r a c t i n g  t h e  w a v e n u m -
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b e r  s p e c t r u m  f o r  d a t a  m e a s u r e d  o n  s y n t h e t i c  a p e r t u r e  l i n e  a r r a y s  ( 2 6 J  ( 5 5 ) .  T h e  w o r k
d e s c r i b e d  i n  t h i s  t h e s i s  d i f f e r s  f r o m  p r e v i o u s  w o r k  i n  t h a t  s y n t h e t i c  a p e r t u r e s  a r e
f o r m e d  a l o n g  a r b i t r a r y  h o r i z o n t a l  p a t h s  b e t w e e n  s o u r c e  a n d  r e c e i v e r  p o s i t i o n s  a s  o p -
p o s e d  t o  b e i n g  f o r m e d  a l o n g  r a d i a l s  a t  c o n s t a n t  b e a r i n g .  T h e s e  m e a s u r e m e n t s  a r e
u n i q u e  i n  t h a t  t h e y  u s e  p r e c i s i o n  G l o b a l  P o s i t i o n i n g  S y s t e m  ( G P S )  m e a s u r e m e n t s  o f
s o u r c e  a n d  r e c e i v e r  b u o y  p o s i t i o n s  t o  c r e a t e  t h e  s y n t h e t i c  a p e r t u r e  u s e d  f o r  p r o c e s s i n g .
E x a m i n a t i o n  o f  t h e  p o i n t  s o u r c e  s p e c t r a  d e t e r m i n e d  f o r  s u b - a p e r t u r e s  o f  t h e s e  h o r i -
z o n t a l  a r r a y s  y i e l d s  i n f o r m a t i o n  a b o u t  s p a t i a l  v a r i a b i l i t y  i n  t h e  s e a f l o o r .  E m p h a s i s  i s
p l a c e d  o n  e x t r a c t i n g  m o d a l  c o n t e n t  a n d  i n t e r p r e t i n g  m o d a l  e v o l u t i o n  i n  t h e  c o n t e x t
o f  t h e  m e a s u r e m e n t  g e o m e t r y .  W h e r e  a p p r o p r i a t e ,  t h i s  i n c l u d e s  D o p p l e r  e f f e c t s  d u e
t o  s o u r c e / r e c e i v e r  m o t i o n  o n  t h e  m e a s u r e d  s p e c t r a .  I n  t h i s  t h e s i s ,  a  p r o c e d u r e  f o r
t h e  d i r e c t  m e a s u r e m e n t  o f  m o d a l  g r o u p  v e l o c i t y  i s  p r e s e n t e d  t h r o u g h  m e a s u r e m e n t
o f  a n  o b s e r v e d  D o p p l e r  s h i f t .  U s i n g  t h i s  r e s u l t ,  t h e  e f f e c t  o f  D o p p l e r  c a n  b e  r e m o v e d
f r o m  t h e  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s .  A l o n g  t h e s e  s a m e  l i n e s ,  a n o t h e r  o b j e c t i v e  o f  t h i s
w o r k  i s  t o  a c h i e v e  m a x i m u m  r e s o l u t i o n  o f  d i s c r e t e  w a v e n u m b e r s  g i v e n  s h o r t  a p e r t u r e
f i e l d  d a t a  t o  o b t a i n  h i g h  r e s o l u t i o n  g e o s p a t i a l  m a p s  o f  w a v e n u m b e r  c o n t e n t .  I n  t h i s
e f f o r t ,  t h e  u s e  o f  h i g h  r e s o l u t i o n  s p e c t r a l  e s t i m a t i o n  t e c h n i q u e s  a r e  e x a m i ! l e d  a s  w e l l
a s  t h e  e f f e c t  o f  s o u n d  s p e e d  v a r i a t i o n s  i n  t h e  w a t e r  c o l u m n  o n  e x t r a c t i o n  o f  c l o s e l y
s p a c e d  s p e c t r a l  v a l u e s .
G i v e n  e s t i m a t e s  o f  t h e  p o i n t  s o u r c e  s p e c t r u m ,  t h e  n e x t  o b j e c t i v e  i s  t o  u s e  t h e
s p e c t r a l  d a t a  a s  i n p u t  f o r  t h e  g e o a c o u s t i c  i n v e r s e  p r o b l e m .  T h e  e x p e r i m e n t s  f o r
t h i s  w o r k  w e r e  d e s i g n e d  p r i m a r i l y  a s  a  m e a n s  t o  p r o v i d e  i n p u t  d a t a  t o  a n  i n v e r s e
m e t h o d  b a s e d  o n  m a k i n g  l i n e a r  p e r t u r b a t i o n s  t o  a  b a c k g r o u n d  s t a r t i n g  m o d e L .  T h i s
a p p r o a c h  u s e s  t h e  d i s c r e t e  p o r t i o n  o f  t h e  p o i n t  s o u r c e  s p e c t r u m  g i v e n  b y  p e a k s  i n
t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n s  a s  i n p u t  d a t a  t o  t h e  i n v e r s e  p r o b l e m .  E m p h a s i s  i s  p l a c e d
o n  e x a m i n i n g  t h e  a p p l i c a b i l i t y  o f  t h e  m e a s u r e m e n t  d a t a  o b t a i n e d  o n  t h e  a r b i t r a r y
h o r i z o n t a l  a r r a y s  t o  t h e  p e r t u r b a t i v e  i n v e r s e  a p p r o a c h .  D u r i n g  t h e  c o u r s e  o f  t h i s  w o r k ,
i t  w a s  s u g g e s t e d  t h a t  p o i n t - s o u r c e  s p e c t r a l  m e a s u r e m e n t s  a s  d e s c r i b e d  m i g h t  a l s o  b e
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u s e d  a s  i n p u t  d a t a  t o  o n e  o f  t h e  e x a c t  m e t h o d s  f o r  g e o a c o u s t i c  i n v e r s i o n  t h a t  d o e s
n o t  r e q u i r e  p e r t u r b a t i o n s  o r  i t e r a t i o n s .  T h u s ,  a  s e c o n d  i n v e r s i o n  a p p r o a c h  s t u d i e d
i s  a n  a d a p t a t i o n  o f  t h e  G e l f a n d - L e v i t a n  m e t h o d  f o r  g e o a c o u s t i c  i n v e r s i o n  u s i n g  t h e
p o i n t - s o u r c e  s p e c t r a l  d a t a  f o r  s h a l l o w  w a t e r .  I n  t h i s  a p p r o a c h  b o t h  t h e  c o n t i n u o u s
a n d  d i s c r e t e  p o r t i o n  o f  t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  a r e  u s e d  t o  o b t a i n  t h e  i n p u t  d a t a  f o r  t h e
i n v e r s e  a l g o r i t h m .  I t  w i l  b e  s h o w n  t h a t  f r o m  t h e s e  m e a s u r e m e n t s ,  i t  m a y  b e  p o s s i b l e
t o  e s t i m a t e  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  a t  t h e  w a t e r - b o t t o m  i n t e r f a c e .  T h e  i n p u t  f o r  t h e
i n v e r s i o n  s c h e m e  i s  t h e n  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  t h e  p l a n e - w a v e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t .
N u m e r i c a l  r e s u l t s  w i l  b e  p r e s e n t e d  f o r  t h i s  c a s e  w i t h  r e c o m m e n d a t i o n s  m a d e  f o r
f u t u r e  e x p e r i m e n t s .
C l e a r l y ,  b y  c o m b i n i n g  t h e  s p e c t r a l  e s t i m a t i o n  e f f o r t s  a n d  t h e  i n v e r s i o n  e f f o r t s ,  t h e
l o c a l  n a t u r e  o f  t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  c a n  b e  e x p l o i t e d  t o  o b t a i n  f u l l y  t h r e e - d i m e n s i o n a l
g e o a c o u s t i c  i n v e r s i o n s .
1 . 3  B a c k g r o u n d
T h e  h i s t o r y  o f  s e a f l o o r  c h a r a c t e r i z a t i o n  i n  t h e  u n d e r w a t e r  a c o u s t i c s  c o m m u n i t y  i s  a
l o n g  o n e .  M a n y  d i f f e r e n t  m e a s u r e m e n t  a n d  a n a l y s i s  t e c h n i q u e s  h a v e  b e e n  d e v e l o p e d
t h r o u g h  t h e  y e a r s  t o  e s t i m a t e  b a t h y m e t r y ,  s e a f l o o r  r o u g h n e s s ,  a n d  s e d i m e n t  c o m p o -
s i t i o n .  I n  p r o b i n g  t h e  s e a f l o o r  f o r  i t s  g e o a c o u s t i c  p r o p e r t i e s ,  s e v e r a l  m a j o r  c l a s s e s  o f
a p p r o a c h e s  h a v e  e m e r g e d .  F r i s k  ( 2 7 )  b r e a k s  t h e s e  c l a s s e s  i n t o  f o u r  c a t e g o r i e s  t h a t  i n -
c l u d e  i n v e r s i o n  f o r  b o t t o m  p r o p e r t i e s  b a s e d  o n  s p e c i f i c  f e a t u r e s ,  i t e r a t i o n  o f  f o r w a r d
m o d e l s ,  p e r t u r b a t i v e  i n v e r s i o n ,  o r  e x a c t  i n v e r s e  m e t h o d s .  I n c l u d e d  i n  t h e  c l a s s  o f
i t e r a t i n g  f o r w a r d  m o d e l s  a r e  o p t i m i z a t i o n  m e t h o d s  s u c h  a s  s i m u l a t e d  a n n e a l i n g  o r
g e n e t i c  a l g o r i t h m s .  F o r  t h e  m e a s u r e m e n t s  a n d  d a t a  t o  b e  d i s c u s s e d  i n  r e g a r d  t o  t h i s
t h e s i s  w o r k ,  a n y  o f  t h e  l a t t e r  t h r e e  i n v e r s i o n  m e t h o d  c l a s s e s  c o u l d  b e  a p p r o p r i a t e .
H o w e v e r ,  o f  p a r t i c u l a r  i n t e r e s t  a r e  t h e  p e r t u r b a t i v e  i n v e r s e  a p p r o a c h  a n d  e x a c t  m e t h -
o d s .  I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  t h e r e  i s  a  b i t  o f  o v e r l a p  i n  t h e s e  c l a s s i f i c a t i o n s  i n  t h a t
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b o t h  t h e  p e r t u r b a t i v e  i n v e r s e  m e t h o d  a n d  t h e  i t e r a t i o n  o f  f o r w a r d  m o d e l s  i n v o l v e
i t e r a t i v e l y  m a k i n g  p e r t u r b a t i o n s  t o  a  s t a r t i n g  m o d e l  b a s e d  o n  a  p r i o r i  i n f o r m a t i o n
a b o u t  t h e  e n v i r o n m e n t  c o m b i n e d  w i t h  m e a s u r e d  f i e l d  d a t a .  T h e  d i f f e r e n c e s  a r i s e  f r o m
t h e  n a t u r e  o f  t h e  p e r t u r b a t i o n s ,  a s  w e l l  a s  t h e  c o s t  f u n c t i o n  d e f i n e d  t o  e v a l u a t e  t h e
r e s u l t s .  T h e s e  d i f f e r e n c e s  l e a d  t o  a  s u b s t a n t i a l  d i f f e r e n c e  i n  t h e  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s
r e q u i r e d  a n d  a r e  d i s c u s s e d  f u r t h e r  i n  t h e  f o l l o w i n g  s e c t i o n  w h e r e  b o t h  a p p r o a c h e s  a r e
c a t e g o r i c a l l y  r e f e r r e d  t o  a s  i t e r a t i v e  m e t h o d s .  F o r  a n y  o f  t h e s e  i t e r a t i v e  m e t h o d s ,
r e s u l t s  f r o m  a n  i n v e r s i o n  a r e  c o m p a r e d  t o  m e a s u r e d  d a t a  a n d  t h e  m o d e l  i s  p e r t u r b e d
a g a i n  u s i n g  t h e  c o m p a r i s o n  i n f o r m a t i o n .  I t e r a t i o n  c o n t i n u e s  u n t i l  t h e  m o d e l / d a t a
c o m p a r i s o n  f a l l s  w i t h i n  a n  a c c e p t a b l e  r a n g e  o f  t h e  o b s e r v e d  v a l u e s .  E x a c t  m e t h o d s
d i f f e r  f r o m  o p t i m i z a t i o n  m e t h o d s  i n  t h a t  t h e y  d o  n o t  r e q u i r e  a  b a c k g r o u n d  m o d e l
f o r  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  m o d e l  p a r a m e t e r s .  T h e s e  m e t h o d s  a r e  e x a c t  i n  t h e  s e n s e
t h a t  t h e y  h a v e  e i t h e r  a n a l y t i c  o r  n u m e r i c a l  f o r m s  o f  s o l u t i o n  w h i c h  m a k e  d i r e c t  u s e
o f  t h e  f i e l d  d a t a  i n  t h e  r e c o n s t r u c t i o n  o f  t h e  g e o a c o u s t i c  p r o p e r t i e s .  C o n s e q u e n t l y ,
t h e s e  m e t h o d s  d o  n o t  s u f f e r  f r o m  a n y  r e l i a n c e  o n  t h e  a p p r o x i m a t i o n s  m a d e  f o r  t h e
f o r w a r d - p r o b l e m  m o d e l ,  o r  t h e  s o m e t i m e s  n o n - u n i q u e  n a t u r e  o f  t h e  p e r t u r b e d  b a c k -
g r o u n d  m o d e l  s o l u t i o n s .  F o l l o w i n g  i s  a  b r i e f  s u m m a r y  o f  p r e v i o u s  w o r k  d o n e  u s i n g
t h e  t w o  t y p e s  o f  m e t h o d s .
1 . 3 . 1  I t e r a t i v e  M e t h o d s
M u c h  o f  t h e  r e c e n t  g e o a c o u s t i c  i n v e r s i o n  l i t e r a t u r e  h a s  f o c u s e d  o n  a l g o r i t h m s  w h i c h
s e e k  t o  d e t e r m i n e  a  s e t  o f  m o d e l  p a r a m e t e r s  w h i c h  m i n i m i z e  t h e  m i s m a t c h  b e t w e e n
m e a s u r e d  a n d  s i m u l a t e d  f i e l d  d a t a .  T h i s  p r o b l e m  b e c o m e s  i n c r e a s i n g l y  d i f f c u l t  a n d
c o m p u t a t i o n  
a l l y  i n t e n s i v e  a s  t h e  n u m b e r  o f  m o d e l  p a r a m e t e r s  t o  b e  d e t e r m i n e d  i s
i n c r e a s e d .  F u r t h e r  c o m p l i c a t i n g  t h e  p r o b l e m  i s  t h e  p r e s e n c e  o f  l o c a l  m i n i m a  i n h e r -
e n t  i n  t h e  i n v e r s e  p r o b l e m .  R a j a n  e t  a l .  ( 6 2 1 ( 6 6 J  e m p l o y e d  s e v e r a l  d i f f e r e n t  i t e r a t i v e
a p p r o a c h e s  t o  p e r t u r b  a  s t a r t i n g  m o d e l  u s i n g  m e a s u r e m e n t s  o f  t h e  c o m p l e x  p r e s -
s u r e  f i e l d  a s  i n p u t  d a t a .  U s i n g  s h o r t  a p e r t u r e  H a n k e l  t r a n s f o r m s  t o  o b t a i n  e i g e n v a l u e
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i n f o r m a t i o n ,  F r i s k  e t  a t .  ( 2 6 )  u s e d  a  p e r t u r b a t i v e - i n v e r s e  a l g o r i t h m  t o  o b t a i n  c o m p r e s -
s i o n a l  w a v e  s p e e d  p r o f i l e s  f o r  t w o  a d j a c e n t ,  b u t  g e o - a c o u s t i c a l l y  d i s t i n c t ,  r e g i o n s  i n
N a n t u c k e t  S o u n d .  O h t a  a n d  F r i s k ( 5 4 ) ( 5 5 )  u s e d  a  s h o r t - w i n d o w  s l i d i n g  t r a n s f o r m  a n d
i t e r a t i o n  o f  f o r w a r d  m o d e l s  t o  f u r t h e r  e x t e n d  t h e s e  m e t h o d s  t o  t h e  r a n g e - d e p e n d e n t
c a s e .  T h e  p e r t u r b a t i v e  i n v e r s i o n  m e t h o d s  u s e d  b y  t h e s e  a u t h o r s  w e r e  b a s e d  o n  l i n e a r
o r  q u a s i - l i n e a r  i n v e r s e  a l g o r i t h m s .  T o  e n s u r e  l i n e a r i t y ,  t h e  p a r a m e t e r  s e a r c h  s p a c e
w a s  l i m i t e d  t o  s m a l l  p e r t u r b a t i o n s  a r o u n d  t h e  b a c k g r o u n d  m o d e L .  F u r t h e r ,  t h e  o p -
e r a t o r  o n  t h e  p a r a m e t e r  t h a t  g i v e s  a n  e s t i m a t e  o f  t h e  d a t a  i s  a s s u m e d  t o  b e  e i t h e r
m o n o t o n i c ,  o r  F r e c h e t  d i f f e r e n t i a b l e ,  a  c o n d i t i o n  t h a t  a l l o w s  t h e  l i n e a r i z a t i o n  o f  a
n o n l i n e a r  f u n c t i o n  ( 6 4 ) .  T h e s e  r e q u i r e m e n t s  e n s u r e  t h a t  t h e  i n v e r s i o n  a l g o r i t h m  t r a v -
e l s  d o w n h i l  a n d  w i l  a r r i v e  a t  t h e  g l o b a l  m i n i m u m  f o r  t h e  c o s t  f u n c t i o n  a s  d e t e r m i n e d
b y  l i n e a r i z i n g  t h e  p r o b l e m  a r o u n d  t h e  a s s u m e d  b a c k g r o u n d  m o d e L .  T h e  b e n e f i t s  o f
t h e  p e r t u r b a t i v e  i n v e r s e  m e t h o d  i n c l u d e  t h e  f o l l o w i n g :  t h e  s e a r c h  p a r a m e t e r  s p a c e
d e r i v e d  f r o m  t h e  d a t a  l i m i t s  t h e  r e s u l t s  t o  r e a l i s t i c  v a l u e s  f o r  t h e  s e a f l o o r ;  t h e  l i n e a r
i n v e r s e  e q u a t i o n s  a l l o w s  f o r  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  v a r i a n c e  a n d  r e s o l u t i o n  o f  t h e
p a r a m e t e r  e s t i m a t e s ;  a n d  t h e  r e s u l t s  d o  n o t  d e p e n d  o n  a n d  d o  n o t  r e q u i r e  m u l t i p l e
f u l l  f o r w a r d  m o d e l i n g  r u n s .  A  l i m i t a t i o n  o f  t h e s e  m e t h o d s  a r e  t h e i r  s e n s i t i v i t y  t o
t h e  s t a r t i n g  m o d e l  a n d  t h e  p o t e n t i a l  f o r  a r r i v i n g  a t  a t  a  n o n - u n i q u e  s o l u t i o n  d u e
t o  m i n i m i z m g  t h e  c o s t  f u n c t i o n  b a s e d  o n  a n  i n c o r r e c t  s t a r t i n g  b a c k g r o u n d  m o d e L .
T o  o v e r c o m e  t h e s e  s h o r t c o m i n g s ,  o t h e r  n o n l i n e a r  a p p r o a c h e s  h a v e  b e e n  i n v e s t i g a t e d
w h i c h  a l l o w  a  m o r e  t h o r o u g h  s e a r c h  o f  t h e  m o d e l  p a r a m e t e r  s p a c e  b y  e m p l o y i n g  r a n -
d o m  p r o c e s s e s  t o  p e r t u r b  t h e  s t a r t i n g  m o d e L .  T h e  r a n d o m  n a t u r e  o f  t h e  p e r t u r b a t i o n
m a k e s  t h e m  l e s s  s e n s i t i v e  t o  t h e  s t a r t i n g  m o d e l  a n d  a v o i d s  t r a p p i n g  i n  t h e  l o c a l  m i n -
i m a  a l o n g  w i t h  r e m o v i n g  t h e  m o n o t o n i c  r e q u i r e m e n t  o n  t h e  d a t a .  H o w e v e r ,  b e c a u s e
o f  t h e i r  r a n d o m  n a t u r e ,  g l o b a l  m e t h o d s  t e n d  t o  c o n v e r g e  m o r e  s l o w l y  a n d  a r e  m o r e
c o m p u t a t i o n a l l y  e x p e n s i v e .  F u r t h e r ,  b e c a u s e  g l o b a l  m e t h o d s  r e q u i r e  r e p e a t e d  a p p l i -
c a t i o n  o f  f o r w a r d  m o d e l i n g  r u n s ,  t h e y  a r e  d e p e n d e n t  o n  t h e  f o r w a r d  m o d e l  u s e d .  T w o
o f  t h e  m o r e  p o p u l a r  g l o b a l  m e t h o d s  t h a t  h a v e  b e e n  u s e d  s u c c e s s f u l l y  i n  g e o a c o u s t i c
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)i n v e r s i o n s  a r e  s i m u l a t e d  a n n e a l i n g  ( S A )  a n d  g e n e t i c  a l g o r i t h m s  ( G A ) .  S A  i s  b a s e d  o n
t h e  t h e r m o d y n a m i c  a n n e a l i n g  p r i n c i p l e s  g o v e r n i n g  c r y s t a l  g r o w t h  a n d  s e e k s  a  m i n i -
m u m  i n  p a r a m e t e r  s p a c e  t h r o u g h  r a n d o m  p e r t u r b a t i o n s  o f  t h e  m o d e l  w i t h  a c c e p t a n c e
o f  u p h i l  s t e p s  p r o b a b i l i s t i c a l l y  d e c r e a s i n g  a s  t i m e  i n c r e a s e s .  K u p e r m a n  e t  a t .  ( 4 5 )
d e v i s e d  a  f a s t  S A  a l g o r i t h m  t o  i n v e r t  f o r  w a v e - s p e e d s  a n d  a t t e n u a t i o n  f o r  s l i g h t l y
r a n g e - d e p e n d e n t  e n v i r o n m e n t s .  C o l l n s  e t  a t .  ( 1 5 )  u s e d  s i m u l a t e d  a n n e a l i n g  b a s e d  o n
a  f u l l - f i e l d  p a r a b o l i c  e q u a t i o n  m o d e l  t o  i n v e r t  f o r  r a n g e -  a n d  d e p t h - d e p e n d e n t  b o t t o m
g e o a c o u s t i c  p a r a m e t e r s .  G A  a r e  a n a l o g o u s  t o  g e n e t i c  e v o l u t i o n  w h e r e  p e r t u r b a t i o n s
t o  a  m o d e l  p o p u l a t i o n  a r e  r e l a t e d  t o  g e n e t i c  c r o s s o v e r ,  o r  r e c o m b i n a t i o n ,  a n d  m u t a -
t i o n s  r e s u l t i n g  i n  a  n e w  m o d e l  o f  a  g i v e n  f i t n e s s .  M o d e l s  w i t h  h i g h  f i t n e s s ,  i n d i c a t i n g
a  l o w  m i s m a t c h  b e t w e e n  p a r e n t  a n d  o f f s p r i n g ,  a r e  k e p t ,  w h i l e  l o w  f i t n e s s  m o d e l s  a r e
r e j e c t e d .  D i f f e r e n t  p r o b a b i l i s t i c  m o d e l s  c a n  b e  i n t r o d u c e d  i n t o  t h e  a l g o r i t h m  t o  f u r -
t h e r  r e f i n e  t h e  f i t n e s s  c r i t e r i o n  f o r  t h e  s e l e c t i o n  o f  p a r e n t s  i n  t h e  f o r m a t i o n  o f  n e w
o f f s p r i n g .  G A  w a s  f i r s t  u s e d  o n  s y n t h e t i c  d a t a  b y  G e r s t o f t ( 3 5 ) ,  a n d  t h e n  u s e d  o n  r e a l
b r o a d b a n d  a c o u s t i c  d a t a  b y  H e r m a n d  a n d  G e r s t o f t  ( 3 9 )  t o  d e t e r m i n e  b o t t o m  s e d i -
m e n t  p r o p e r t i e s  a n d  l a y e r  t h i c k n e s s e s .  C o m b i n i n g  t h e  q u i c k  c o n v e r g e n c e  p r o p e r t i e s
o f  t h e  l o c a l  a p p r o a c h e s  w i t h  t h e  f u l l  p a r a m e t e r  s p a c e  s e a r c h e s  o f  g l o b a l  m e t h o d s ,
F a l l a t  a n d  D o s s o ( 2 3 )  h a v e  d e v i s e d  a  h y b r i d  a p p r o a c h  b a s e d  o n  d o w n h i l  s i m p l e x  a n d
s i m u l a t e d  a n n e a l i n g  t o  i n v e r t  f o r  g e o a c o u s t i c  p r o p e r t i e s .  A l s o  s e e k i n g  t o  m i n i m i z e
t h e  m i s m a t c h  b e t w e e n  m e a s u r e d  a n d  s i m u l a t e d  d a t a ,  t h e i r  m e t h o d  w a s  s h o w n  t o  c o n -
v e r g e  d e m o n s t r a b l y  f a s t e r  t h a n  e i t h e r  a  l o c a l  o r  g l o b a l  m e t h o d  a l o n e  f o r  a  t e s t  c a s e
w h e r e  t h e  g e o a c o u s t i c  p a r a m e t e r s  w e r e  k n o w n .
E a c h  o f  t h e  i n v e r s i o n  m e t h o d s  d e s c r i b e d  a b o v e  h a s  i t s  a d v a n t a g e s  a n d  d i s a d v a n -
t a g e s .  T h e  c o m p u t a t i o n a l  e x p e n s e  o f  t h e  v a r i o u s  m e t h o d s  w i l  b e  a d d r e s s e d  i n  a
f o r t h c o m i n g  r e p o r t  f r o m  a  r e c e n t  w o r k s h o p  o n  g e o a c o u s t i c  i n v e r s i o n  t e c h n i q u e s .  T h e
r e p o r t  s h o u l d  p r o v i d e  a  g o o d  s u m m a r y  o f  t h e  c o m p u t a t i o n a l  r e q u i r e m e n t s  a n d  e f f -
c i e n c y  o f  v a r i o u s  i n v e r s e  m e t h o d s  ( 1 3 ) .  P u t t i n g  t h e  o t h e r  d i f f e r e n c e s  a s i d e ,  t h e  w o r k
i s  t h i s  t h e s i s  w a s  m o t i v a t e d  b y  e x p e r i m e n t a l  w o r k  d e s i g n e d  t o  p r o v i d e  i n p u t  d a t a  f o r
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a  p e r t u r b a t i v e  i n v e r s e  m e t h o d .  T h e r e f o r e ,  m u c h  o f  t h e  d e v e l o p m e n t  i n  t h i s  t h e s i s  i s
p l a c e d  i n  t h e  c o n t e x t  o f  p e r t u r b a t i v e  i n v e r s i o n .
1 . 3 . 2  E x a c t  I n v e r s e  M e t h o d s
M u c h  o f  t h e  e x a c t  i n v e r s e  w o r k  i n  d e t e r m i n i n g  g e o a c o u s t i c  p r o p e r t i e s  c o n s i d e r e d  f o r
t h i s  t h e s i s  i s  f o u n d  i n  t h e  g e o p h y s i c a l  
l i t e r a t u r e  a n d  i s  s u m m a r i z e d  b y  M e r a b ( 5 0 )  T h e
g e o p h y s i c a l  p r o b l e m  o f  i n t e r e s t  i s  l a r g e l y  b a s e d  o n  p h y s i c s  a n d  m a t h e m a t i c s  i n  t h e
f o r m  o f  t h e  s o l u t i o n  t o  i n v e r s e  p r o b l e m s  o f  q u a n t u m  s c a t t e r i n g  t h e o r y .  T h e  c o n n e c t i o n
b e t w e e n  s c a t t e r i n g  t h e o r y  a n d  t h e  a c o u s t i c  p r o b l e m  i s  m a d e  b y  s h o w i n g  t h e  g e o a c o u s -
t i c  i n v e r s e  p r o b l e m  t o  b e  e q u i v a l e n t  t o  d e t e r m i n i n g  t h e  p o t e n t i a l  i n  o n e - d i m e n s i o n a l
i n v e r s e  s c a t t e r i n g  p r o b l e m s  f o r  t h e  S c h r ö d i n g e r  e q u a t i o n .  O f  p a r t i c u l a r  r e l e v a n c e  t o
t h e  s o l u t i o n  o f  t h i s  p r o b l e m  a r e  t h e  m e t h o d s  o f  G e l f a n d  a n d  L e v i t a n ( 3 4 ) ,  a n d  t h e
t r a c e  m e t h o d s  f o r m u l a t e d  b y  D e i f t  a n d  T r u b o w i t z ( 1 7 )  ( D T ) .  T h e  f o r m u l a t i o n  o f  t h e s e
t w o  s o l u t i o n  a l t e r n a t i v e s  b e g i n  w i t h  e q u i v a l e n t  e q u a t i o n s ,  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ,  a n d
a s s u m p t i o n s .
T h e  m a j o r  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  t w o  m e t h o d s  o f  s o l u t i o n  i s  i n  t h e  c h o i c e  o f  i n p u t
d a t a  f o r  t h e  i n v e r s i o n .  T h e  D T  t r a c e  m e t h o d  u s e s  t h e  p l a n e - w a v e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t
a s  a  f u n c t i o n  o f  w a v e n u m b e r  a s  i n p u t  d a t a  f o r  t h e  s i m u l t a n e o u s  s o l u t i o n  o f  a  c o u p l e d
p a i r  o f  e q u a t i o n s .  T h e  s o l u t i o n  i s  g i v e n  i n  t e r m s  o f  a  p o t e n t i a l  q ( z )  t h a t  i s  d i r e c t l y
r e l a t e d  t o  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t .  I t  w i l  b e  s h o w n  i n  c h a p t e r  2  t h a t  t h e  p l a n e - w a v e
r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  i s  d i r e c t l y  r e l a t e d  t o  t h e  s e d i m e n t  p r o p e r t i e s  t h u s  e s t a b l i s h i n g
t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  p o t e n t i a l  a n d  t h e  s o u n d  s p e e d  p r o f i l e  i n  t h e  b o t t o m .  I n
i t s  m o s t  g e n e r a l  f o r m ,  t h e  s o l u t i o n  p r o c e e d s  w i t h  t w o  u n k n o w n  f u n c t i o n s  i n c l u d i n g
t h e  p o t e n t i a l ,  q ( z ) ,  a n d  f ( z ,  k )  w h i c h  i s  a  s o l u t i o n  t o  a  o n e - d i m e n s i o n a l  S c h r ö d i n g e r
e q u a t i o n  o f  t h e  f o r m
f l f  +  ( k 2  -  q )  f  =  o .
( 1 . 1 )
T h e  a b o v e  e q u a t i o n  i s  w r i t t e n  a n d  s o l v e d  i n  t e r m s  o f  t h e  f u n c t i o n  f  a l o n e  b y  u s i n g
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t h e  f o l l o w i n g  " t r a c e  f o r m u l a "  t o  e l i m i n a t e  q ( z )  i n  e q u a t i o n  ( 1 . 1 ) ,
q ( z )  =  ~  1 :  k R ( k ) f 2 ( z ,  k ) d k ( 1 . 2 )
w h e r e  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t ,  R (  k ) ,  i s  t h e  i n p u t  d a t a  a n d  k  i s  t h e  w a v e n u m b e r .
T h e  t r a c e  m e t h o d  w a s  f i r s t  a p p l i e d  t o  t h e  s h a l l o w - w a t e r  o c e a n  a c o u s t i c  p r o b l e m
b y  S t i c k l e r  a n d  D e i f t ( 7 7 )  T h e y  s h o w e d  h o w  t o  r e c o v e r  t h e  s o u n d  s p e e d  i n  a  s t r a t i f i e d
o c e a n  w h e r e  t h e  f r e q u e n c y  w a s  c h o s e n  s o  t h a t  n o  p r o p e r  m o d e s  w e r e  e x c i t e d .  A s
i n p u t  d a t a  t o  t h e  i n v e r s i o n  t h e y  r e q u i r e d  m e a s u r e m e n t s  o f  t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e
o f  a  h a r m o n i c  p o i n t  s o u r c e  p r e s s u r e  f i e l d  a t  t h e  p r e s s u r e - r e l e a s e  s u r f a c e .  S t i c k l e r ( 7 8 )
r e m o v e d  t h e  r e q u i r e m e n t  o f  
m e a s u r i n g  t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  o f  
p r e s s u r e ,  w h i l e  k e e p i n g
t h e  r e s t r i c t i o n  o f  n o  t r a p p e d  m o d e s ,  t o  r e c o v e r  t h e  s o u n d  s p e e d  a n d  d e n s i t y  p r o f i l e s
i n  t h e  s e d i m e n t  u s i n g  t r a c e  m e t h o d s .  H e  u s e d  m e a s u r e m e n t s  o f  t h e  s o u n d  f i e l d  v e r s u s
r a n g e  a t  f i x e d  d e p t h  f o r  t w o  d i s t i n c t  f r e q u e n c i e s  a s  i n p u t  d a t a .
I n  c o n t r a s t  t o  t h e  t r a c e  m e t h o d s  w h i c h  u s e  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  d i r e c t l y ,  t h e
G e l f a n d - L e v i t a n  ( G - L )  a p p r o a c h  u s e s  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t
a s  i n p u t  d a t a  t o  a  F r e d h o l m  i n t e g r a l  e q u a t i o n  o f  t h e  s e c o n d  k i n d .  M e r a b ( 5 0 J  s t u d i e d
s e v e r a l  d i f f e r e n t  s o l u t i o n  m e t h o d s  t o  t h e  G - L  i n t e g r a l  e q u a t i o n  f o r  a  d e e p  w a t e r
e x p e r i m e n t .  T h e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  i s  o b t a i n e d  b y  m e a s u r i n g  b o t h  t h e  d i r e c t  a n d
b o t t o m  r e f l e c t e d  f i e l d  f o r  a  s i n g l e - f r e q u e n c y  p o i n t  s o u r c e  i n  d e e p  w a t e r  a n d  a p p l y i n g
t h e  H a n k e l  T r a n s f o r m  i n v e r s i o n  t e c h n i q u e  d e s c r i b e d  i n  ( 2 5 ) .  T h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m
o f  t h e  m e a s u r e d  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  i s  t h e n  u s e d  a s  t h e  i n p u t  f o r  t h e  f o l l o w i n g  G - L
t y p e  i n t e g r a l  e q u a t i o n :
K ( z ,  y )  +  R ( z  +  y )  +  1 : 0 0  R ( z '  +  y ) K ( z ,  z ' ) d z '  =  0 ,  y  - :  z ,  ( 1 . 3 )
w h e r e  R ( z )  i s  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  R ( k ) ,  a n d  t h e  k e r n e l ,
K ( z ,  z ) ,  i s  s o u g h t .  G i v e n  K ( z ,  z ) ,  t h e r e  e x i s t s  a  s i m p l e  r e l a t i o n  t o  f i n d  t h e  d e s i r e d
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p o t e n t i a l  q (  z ) .
q ( z )  =  2 d K ( z ,  z ) .
d z
( 1 . 4 )
M e r a b  i l u s t r a t e s  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h i s  a p p r o a c h  u s i n g  s y n t h e t i c  d a t a  f o r  a  k n o w n
g e o a c o u s t i c  e n v i r o n m e n t ,  t a k i n g  c a r e  t o  a v o i d  h a v i n g  t r a p p e d  m o d e s  i n  t h e  s e d i m e n t .
E a c h  o f  t h e  a b o v e  m e t h o d s  a l l o w s  f o r  t h e  p r e s e n c e  o f  b o u n d  s t a t e s  o r  t r a p p e d
m o d e s  i n  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  i n v e r s e  p r o b l e m .  H o w e v e r ,  i n  e a c h  o f  t h e  c i t e d  e x a m p l e s ,
c a s e s  w e r e  s t u d i e d  w h e r e  b o u n d  s t a t e s  w e r e  n o t  p r e s e n t .  T h i s  w a s  d o n e  b e c a u s e  t h e
b o u n d  s t a t e s  f u r t h e r  c o m p l i c a t e  t h e  m a t h e m a t i c s  a n d  a l s o  r e q u i r e  a d d i t i o n a l  m e a -
s u r e m e n t s  t o  b e  m a d e .  F u r t h e r ,  i n  t h e  s h a l l o w - w a t e r  e n v i r o n m e n t  o f  i n t e r e s t ,  i t  i s
o f t e n  v e r y  d i f f c u l t  t o  m e a s u r e  t h e  p l a n e - w a v e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  d u e  t o  t h e  p r e s e n c e
o f  m u l t i p l e  r e f l e c t i o n s  b e t w e e n  t h e  s u r f a c e  a n d  t h e  b o t t o m .  I t  i s  b e l i e v e d  t h a t  t h i s
p r o b l e m  i s  c o m p o u n d e d  b y  t h e  d i f f c u l t y  i n  m a k i n g  a c c u r a t e  m e a s u r e s  o f  t h e  p h a s e
o f  t h e  c o m p l e x  p r e s s u r e  e x p e r i m e n t a l l y  ( 6 4 ) .  I n  t h e  M o d a l  M a p p i n g  E x p e r i m e n t s
( M O M A X )  d e s c r i b e d  i n  c h a p t e r  4 ,  i t  w i l  b e  d e m o n s t r a t e d  t h a t  m u c h  p r o g r e s s  h a s
b e e n  m a d e  i n  t h i s  r e g a r d  a n d  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  f o r  r e a l
d a t a  w i l l  b e  r e v i s i t e d .  R e c e n t l y ,  M c L a u g h l i n  a n d  W a n g  ( 5 1 J  h a v e  s u g g e s t e d  a  w a y
o f  a p p l y i n g  t r a c e  m e t h o d s  t o  o b t a i n  b o t t o m  s e d i m e n t  p r o p e r t i e s  f r o m  s h a l l o w  w a t e r
d a t a .  I n  t h i s  f o r m u l a t i o n ,  t r a p p e d  m o d e s  p r o p a g a t i n g  i n  t h e  w a t e r  c o l u m n  a r e  t r e a t e d
a s  b o u n d  s t a t e s  i n  t h e  i n v e r s e  p r o b l e m  a n d  t h e  p o t e n t i a l  i n c l u d e s  t h e  s o u n d  s p e e d  i n
t h e  w a t e r  c o l u m n .  M c L a u g h l i n  a n d  W a n g  u s e  t h e  d e p t h - d e p e n d e n t  G r e e n ' s  f u n c t i o n
o b t a i n e d  b y  H a n k e l  t r a n s f o r m i n g  m e a s u r e m e n t s  o f  t h e  c o m p l e x - p r e s s u r e  f i e l d  a s  t h e i r
s t a r t i n g  p o i n t .  A  s t r a i g h t f o r w a r d  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  a n d  t h e  r e -
f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  i s  a p p l i e d  t o  o b t a i n  t h e  i n p u t  d a t a  f o r  t h e  i n v e r s i o n .  T o  a c c o u n t
f o r  t h e  d i s c r e t e  s p e c t r u m  p r e s e n t  i n  t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  a s  i t  a p p l i e s  t o  t h e  t r a c e
f o r m u l a ,  M c L a u g h l i n  a p p l i e s  a  D a r b o u x  t r a n s f o r m  ( 1 7 )  t o  s y s t e m a t i c a l l y  r e m o v e  t h e
b o u n d  s t a t e s  f r o m  t h e  p r o b l e m .  T h e  r e s u l t  o f  e a c h  t r a n s f o r m  s t e p  y i e l d s  a  m o d i f i e d
e i g e n v a l u e  e q u a t i o n  w i t h  o n e  l e s s  b o u n d  s t a t e .  A l l  o t h e r  b o u n d  s t a t e s  r e m a i n  u n -
c h a n g e d ,  a n d  a  n e w  p o t e n t i a l  r e s u l t s .  T h e  D a r b o u x  t r a n s f o r m  i s  a p p l i e d  i t e r a t i v e l y
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f o r  e a c h  o f  t h e  b o u n d  s t a t e s  a n d  i n f o r m a t i o n  i s  s t o r e d  a t  e a c h  s t e p .  A f t e r  r e m o v i n g
a l l  t h e  b o u n d  s t a t e s  f r o m  t h e  o r i g i n a l  e i g e n v a l u e  p r o b l e m ,  t h e  i n v e r s i o n  p r o c e e d s  a s
i f  n o  b o u n d  s t a t e s  w e r e  p r e s e n t .  A  m o d i f i e d  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  i s  f o u n d  f o r  t h e  n o w
c o n t i n u o u s  s p e c t r u m  a n d  u s e d  a s  i n p u t  d a t a  t o  t h e  t r a c e  f o r m u l a s  t o  s o l v e  f o r  a n
i n t e r m e d i a t e  p o t e n t i a L .  T h e  f u l l  p o t e n t i a l  i s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  i n t e r m e d i a t e  r e s u l t  b y
r e v e r s i n g  t h e  D a r b o u x  t r a n s f o r m a t i o n  a n d  a d d i n g  t h e  b o u n d  s t a t e  i n f o r m a t i o n  b a c k
i n .  A l t h o u g h  n o t  c o n s i d e r e d  f u r t h e r  i n  t h i s  t h e s i s ,  t h e  D a r b o u x  t r a n s f o r m  a p p e a r s
o f  i n t e r e s t  f o r  r e m o v i n g  t h e  e f f e c t s  o f  t r a p p e d  m o d e s  i n  t h e  s e d i m e n t s  a v o i d e d  b y
M e r a b .  F u r t h e r  d i s c u s s i o n  o f  t h e  D a r b o u x  t r a n s f o r m  f o r  p o t e n t i a l  a p p l i c a t i o n  t o  t h i s
p r o b l e m  c a n  b e  f o u n d  i f  D e i f t  a n d  T r u b o w i t z  ( 1 7 )  a s  w e l l  a s  B e a l s  e t  a l .  ( 6 ) .
1 . 4  E x p e r i m e n t a l  A p p r o a c h
I n  t h e  n e x t  s e c t i o n ,  t h e  c o n c e p t  o f  w a v e n u m b e r  e v o l u t i o n  i s  i l u s t r a t e d  u s i n g  a  n u -
m e r i c a l  e x a m p l e .  R e s u l t s  s h o w  t h e  d e p e n d e n c e  o f  h o r i z o n t a l  w a v e n u m b e r  o n  l o c a l
w a v e g u i d e  p r o p e r t i e s .  F o l l o w i n g  t h e  n u m e r i c a l  r e s u l t s ,  t h e  e x p e r i m e n t a l  m e t h o d  f o r
e x t r a c t i n g  l o c a l  w a v e n u m b e r  c o n t e n t  i s  b r i e f l y  i n t r o d u c e d .
1 . 4 . 1  N u m e r i c a l  R e s u l t s
A s  s t a t e d ,  t h e  i n p u t  d a t a  f o r  b o t h  t h e  p e r t u r b a t i v e  i n v e r s e  m e t h o d  a n d  G e l f a n d -
L e v i t a n  m e t h o d  i s  t h e  s p e c t r a l  d a t a  f o r  t h e  p o i n t  s o u r c e  p r e s s u r e  f i e l d .  T h e  u n d e r -
l y i n g  p r e m i s e  i s  t o  m e a s u r e  t h e  s p a t i a l  v a r i a b i l i t y  o f  t h e  w a v e n u m b e r  s p e c t r u m  f o r
a  p o i n t  s o u r c e  i n  a  s t r a t i f i e d  m e d i u m  t o  r e c o v e r  t h e  g e o a c o u s t i c  p r o p e r t i e s  o f  t h e
s e a b e d  i n  t h r e e  d i m e n s i o n s .  A s  p a r t  o f  t h i s  w o r k ,  b o t h  a t - s e a  a n d  n u m e r i c a l  e x p e r -
i m e n t s  h a v e  b e e n  c o n d u c t e d  t o  t e s t  t h e s e  c o n c e p t s .  M u c h  o f  t h e  w o r k  w a s  d r i v e n
b y  t h e  n o t i o n  t h a t  p e r t u r b a t i v e  i n v e r s i o n  m e t h o d s  w o u l d  b e  u s e d  t o  i n f e r  s e d i m e n t
p r o p e r t i e s  u s i n g  e i g e n v a l u e  i n f o r m a t i o n  o n l y .  T h u s ,  m e t h o d s  w e r e  i n v e s t i g a t e d  f o r
e x t r a c t i n g  a n d  m a p p i n g  t h e  w a v e n u m b e r  s p e c t r u m  o f  t h e  n o r m a l  m o d e  f i e l d  f o r  c o m -
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F i g u r e  1 - 2 :  T h r e e - d i m e n s i o n a l  e n v i r o n m e n t a l  m o d e L .  S o u n d  s p e e d  p r o f i l e  i s  s h o w n  i n
u p p e r  l e f t .  C r o s s - r a n g e  a n d  d o w n - r a n g e  b a t h y m e t r y  p r o f i l e s  a r e  s h o w n  i n  r i g h t  u p p e r
p l o t s .  F u l l  3 - D  m o d e l  i s  s h o w n  i n  b o t t o m  p l o t  w i t h  s o u r c e  l o c a t e d  a t  3 0  m e t e r s  d e p t h
i n  c e n t e r  o f  m o d e L .  S e d i m e n t  s o u n d  s p e e d  p r o f i l e  t r a c k s  t h e  b a t h y m e t r y .
p l e x  s h a l l o w - w a t e r  w a v e g u i d e  e n v i r o n m e n t s  w h o s e  a c o u s t i c  p r o p e r t i e s  v a r y  i n  t h r e e
s p a t i a l  d i m e n s i o n s ( 7 J .  F o r  t h e  w a v e g u i d e  d e p i c t e d  i n  f i g u r e  1 - 2 ,  5 0  H z  s y n t h e t i c  p r e s -
s u r e  d a t a  w a s  g e n e r a t e d  u s i n g  t h e  K R A K E N  n o r m a l  m o d e  p r o g r a m  ( 5 9 )  a s  s h o w n
i n  f i g u r e  1 - 3 .  S h o r t - a p e r t u r e  s l i d i n g  w i n d o w  t r a n s f o r m s  w e r e  a p p l i e d  a l o n g  r a d i a l s
t o  o b t a i n  e s t i m a t e s  o f  t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  g ( k r ,  r ,  B )  E s t i m a t e s  w h e r e  m a d e  u s i n g
a  c l a s s i c a l  s p e c t r a l  e s t i m a t o r  b a s e d  o n  t h e  F F T  w i t h  a  H a n n i n g  w i n d o w  a p p l i e d  t o
t h e  d a t a  f o r  e a c h  a p e r t u r e .  W a v e n u m b e r s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  f i r s t  t w o  m o d e s  w e r e
e x t r a c t e d  a n d  p l o t t e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  r a n g e  a n d  t h e t a  t o  c r e a t e  t h e  m o d a l  m a p s  i n
F i g u r e  1 - 4 .  T h e s e  m a p s  r e p r e s e n t  t h e  i d e a l  c a s e  w h e r e  m o d a l  i n f o r m a t i o n  i s  o b t a i n e d
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Figure 1-3: Plan view of 50 Hz Nx2D acoustic pressure field generated using KRAKEN
for 3-D environmental modeL.
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F i g u r e  1 - 4 :  P l o t s  o f  w a v e n u m b e r  e v o l u t i o n  w i t h  r a n g e  a n d  a z i m u t h  f o r  3 - D  e n v i r o n -
m e n t .  T o p  p l o t  i s  m o d e  1  a n d  b o t t o m  i s  m o d e  2  f o r  5 0  H z  f i e l d .
3 0
o n  a  f u l l y  p o p u l a t e d  s p a t i a l  a r r a y .  T h e  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  o b t a i n e d  r e p r e s e n t
t h e  t r u e  w a v e n u m b e r  v a l u e s  w e l l ,  b u t  w i t h  l o w  s p a t i a l  r e s o l u t i o n  d u e  t o  t h e  l e n g t h
o f  t h e  a p e r t u r e  u s e d  a t  e a c h  r a n g e  s t e p .  T o  i m p r o v e  t h e  s p a t i a l  r e s o l u t i o n  o f  t h e
s p e c t r a l  m e a s u r e m e n t s ,  a  p o r t i o n  o f  t h i s  t h e s i s  i n v e s t i g a t e s  a  h i g h - r e s o l u t i o n  s p e c t r a l
e s t i m a t i o n  t e c h n i q u e  t o  o b t a i n  m o d a l  w a v e n u m b e r  i n f o r m a t i o n  u s i n g  s h o r t  a p e r t u r e
d a t a  ( 9 ) .  T h i s  w i l  b e  d i s c u s s e d  i n  d e t a i l  i n  c h a p t e r  3 .
1 . 4 . 2  M o d a l  M a p p i n g  E x p e r i m e n t s
T o  t e s t  t h e s e  m e t h o d s  o n  r e a l  d a t a ,  t h e  M o d a l  M a p p i n g  E x p e r i m e n t s  ( M O M A X )
w e r e  c o n d u c t e d  i n  M a r c h  1 9 9 7  a n d  a g a i n  i n  O c t o b e r  2 0 0 0  o f f  t h e  N e w  J e r s e y  c o a s t
( 2 9 )  a l o n g  w i t h  M O M A X  I I  h e l d  i n  F e b r u a r y  1 9 9 9  i n  t h e  G u l f  o f  M e x i c o  ( 4 7 ) .  I n  t h e s e
e x p e r i m e n t s ,  d r i f t i n g  b u o y s  e q u i p p e d  w i t h  a  s i n g l e  h y d r o p h o n e ,  G P S  n a v i g a t i o n ,  a n d
r a d i o  t e l e m e t r y  w e r e  u s e d  t o  m e a s u r e  t h e  a c o u s t i c  f i e l d  f r o m  a  p o i n t  s o u r c e  e m i t t i n g
s e v e r a l  d i s c r e t e  t o n e s  i n  t h e  f r e q u e n c y  r a n g e  2 0 - 4 7 5  H z .  H i g h - r e s o l u t i o n  m e a s u r e -
m e n t s  o f  t h e  s o u n d  f i e l d  u s i n g  s e v e r a l  b u o y s  w e r e  u s e d  t o  c r e a t e  t w o - d i m e n s i o n a l
s y n t h e t i c  a p e r t u r e  h o r i z o n t a l  a r r a y s .  M o d a l  m a p s  w e r e  g e n e r a t e d  f o r  b o t h  s i n g l e  r e -
c e i v e r  a r r a y s ,  a n d  f o r  a r r a y s  f o r m e d  b y  m e r g i n g  d a t a  f r o m  t w o  c a l i b r a t e d  r e c e i v i n g
s y s t e m s ( 8 )  ( 1 0 ) .  F i g u r e  1 - 5  s h o w s  o n e  r e s u l t  f r o m  M O M A X  c o m p a r i n g  t h e  m e a s u r e d
f i e l d  t o  a  s y n t h e t i c  f i e l d  g e n e r a t e d  u s i n g  t h e  r e c o v e r e d  s o u n d  s p e e d  p r o f i l e  o b t a i n e d
u s i n g  a  p e r t u r b a t i v e  i n v e r s i o n  a l g o r i t h m  ( 6 2 )  a s  i n p u t  d a t a  f o r  a n  a c o u s t i c  p r o p a -
g a t i o n  m o d e L .  T h e s e  r e s u l t s  i l u s t r a t e  t h e  u t i l i t y  o f  t h e  m e a s u r e d  G r e e n ' s  f u n c t i o n
s p e c t r u m  f o r  c h a r a c t e r i z i n g  t h e  s p a t i a l  v a r i a b i l i t y  o f  t h e  a c o u s t i c  w a v e g u i d e  a n d  i n -
f e r r i n g  i t s  g e o a c o u s t i c  p r o p e r t i e s .  F u r t h e r ,  t h e  p h a s e  o f  t h e  m e a s u r e d  a c o u s t i c  d a t a
f r o m  M O M A X  a p p e a r s  t o  b e  v e r y  r o b u s t  a n d  s h o w s  p r o m i s e  f o r  e x t r a c t i n g  t h e  r e -
f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  f r o m  t h e  d e p t h - d e p e n d e n t  G r e e n ' s  f u n c t i o n .  F o r  t h e  c a s e  o f  n o
t r a p p e d  m o d e s  i n  t h e  s e d i m e n t ,  t h e s e  m e a s u r e m e n t s  m a y  b e  u s e d  f o r  i n v e r s i o n  u s i n g
t h e  G e l f a n d - L e v i t a n  m e t h o d .
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F i g u r e  1 - 5 :  M o d e l  d a t a  c o m p a r i s o n  f o r  M O M A X  e x p e r i m e n t  a t  7 5  H z
1 . 5  O u t l i n e
C h a p t e r  2  p r e s e n t s  a n  o v e r v i e w  o f  t h e  t h e o r y  o f  w a v e  p r o p a g a t i o n  i n  a  h o r i z o n t a l l y
s t r a t i f i e d  s h a l l o w - w a t e r  w a v e g u i d e .  T h e  p o i n t - s o u r c e  s o l u t i o n  i s  g i v e n  i n  t e r m s  o f  t h e
d e p t h - d e p e n d e n t  G r e e n ' s  f u n c t i o n .  T h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n
a n d  p l a n e - w a v e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  o f  t h e  b o t t o m  i s  g i v e n  h i g h l i g h t i n g  t h e  G r e e n ' s
f u n c t i o n s  d e p e n d e n c e  o n  b o t t o m  p r o p e r t i e s .  D o p p l e r  e f f e c t s  o n  t h e  G r e e n ' s  f u n c -
t i o n  d u e  t o  s o u r c e / r e c e i v e r  m o t i o n s  i s  a l s o  e x a m i n e d .  T h e  f i n a l  p a r t  o f  t h e  c h a p t e r
d e s c r i b e s  t h e  i n v e r s e  p r o b l e m .  T h e  p e r t u r b a t i v e  i n v e r s e  m e t h o d  i s  r e v i e w e d  a s  a p p l i -
c a b l e  t o  t h e  M O M A X  e x p e r i m e n t s .  F i n a l l y ,  t h e  G e l f a n d -  L e v i t a n  i n v e r s e  m e t h o d  i s
r e v i e w e d  w i t h  e m p h a s i s  p l a c e d  o n  a p p l i c a t i o n s  u s i n g  r e a l  d a t a .
C h a p t e r  3  p r e s e n t s  d a t a  a n d  r e s u l t s  u s i n g  s y n t h e t i c  d a t a  g e n e r a t e d  f o r  r a n g e -
d e p e n d e n t  s h a l l o w - w a t e r  e n v i r o n m e n t s .  D a t a  w a s  p r o v i d e d  a s  p a r t  o f  a n  O N R / S P A W A R
s p o n s o r e d  i n v e r s i o n  t e c h n i q u e s  w o r k s h o p  ( 4 0 )  t h a t  o c c u r r e d  i n  M a y ,  2 0 0 1  A  h i g h -
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r e s o l u t i o n  w a v e n u m b e r  e s t i m a t o r  t o  e x t r a c t  r a n g e - d e p e n d e n t  s p e c t r a  w a s  i m p l e m e n t e d
f o r  t h i s  w o r k .  I n  t h i s  c h a p t e r ,  t h e  e s t i m a t o r  w i l  b e  d e s c r i b e d  a n d  i t s  s t a t i s t i c a l  c h a r -
a c t e r i s t i c s  e x a m i n e d  f o r  a p p l i c a t i o n  t o  t h e  M O M A X  d a t a .  A  r e l a t e d  s t u d y  w i l  b e
d e s c r i b e d  t h a t  e x a m i n e s  t h e  e f f e c t  o f  s o u n d  s p e e d  p e r t u r b a t i o n s  i n  t h e  w a t e r  c o l u m n
o n  w a v e n u m b e r  m e a s u r e m e n t s .
C h a p t e r  4  d e s c r i b e s  i n  d e t a i l  t h e  m o d a l  m a p p i n g  e x p e r i m e n t s .  A n  o v e r v i e w  o f  t h e
e x p e r i m e n t a l  c o n f i g u r a t i o n  i s  g i v e n  a l o n g  w i t h  a  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  d a t a  p r o c e s s i n g
s c h e m e .  A n  o v e r v i e w  o f  t h e  o p e r a t i o n a l  e n v i r o n m e n t  f o r  e a c h  e x p e r i m e n t  i s  t h e n
g i v e n  a l o n g  w i t h  s u p p o r t i n g  m e a s u r e m e n t s  o f  t h e  w a t e r  c o l u m n  a n d  b a t h y m e t r y .
F i n a l l y ,  s o m e  e x a m p l e  m e a s u r e m e n t s  a n d  p r e l i m i n a r y  a n a l y s i s  o f  t h e  M O M A X  d a t a
a r e  d i s c u s s e d .
C h a p t e r  5  p r e s e n t s  a n a l y s i s  o f  t h e  M O M A X  e x p e r i m e n t a l  d a t a .  M o d a l  e v o l u t i o n
i s  e x a m i n e d  f o r  t h e  t r a c k s  c r e a t e d  b y  t h e  d r i f t i n g  b u o y s .  A n a l y s i s  i s  p r e s e n t e d  f o r
t h e  c a s e  o f  a  s i n g l e  p r o p a g a t i n g  m o d e  w h e r e  m o d a l  e v o l u t i o n  c a n  b e  d e t e r m i n e d
a n a l y t i c a l l y .  F o r  t h e  c a s e  o f  a  m o v i n g  s o u r c e ,  a  m e t h o d  f o r  m e a s u r i n g  t h e  g r o u p
v e l o c i t y  i s  p r e s e n t e d .  M O M A X  d a t a  a r e  i n v e r t e d  u s i n g  t h e  p e r t u r b a t i v e  m e t h o d  t o
o b t a i n  c o m p r e s s i o n a l  w a v e  s p e e d  p r o f i l e s  i n  t h e  s e d i m e n t .  F i n a l l y ,  a p p l i c a b i l i t y  o f  t h e
M O M A X  d a t a  t o  t h e  G e l f a n d - L e v i t a n  i n v e r s i o n  m e t h o d  i s  d i s c u s s e d  w i t h  s u g g e s t i o n s
f o r  f u r t h e r  w o r k .
T h e  f i n a l  c h a p t e r  s u m m a r i z e s  t h e  p r e s e n t  w o r k  w i t h  e m p h a s i s  p l a c e d  o n  n e w
c o n t r i b u t i o n s .  S u g g e s t i o n s  f o r  f u t u r e  e f f o r t s  c o n c l u d e  t h e  c h a p t e r .
' i
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C h a p t e r  2
R e v i e w  o f  S o u n d  P r o p a g a t i o n  i n  a
S h a l l o w - W a t e r  W a v e g u i d e
2 . 1  F o r w a r d  P r o b l e m
T h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  f o r  s o u n d  p r o p a g a t i o n  i n  s h a l l o w  w a t e r  a r e  r e v i e w e d  f o r  t h e
c a s e  o f  a  h o r i z o n t a l l y  s t r a t i f i e d  m e d i u m .  T h e  s h a l l o w  w a t e r  m o d e l ,  a s  s h o w n  i n  f i g u r e
1 - 1 ,  i s  c o m p r i s e d  o f  a  s t r a t i f i e d  f l u i d  l a y e r ,  w i t h  s o u n d  v e l o c i t y  a n d  d e n s i t y  b o t h
f u n c t i o n s  o f  d e p t h ,  o v e r l y i n g  a  s e a b e d  l o c a t e d  a t  d e p t h  Z b  m a d e  u p  o f  m u l t i p l e  l a y e r s
w h o s e  p r o p e r t i e s  v a r y  w i t h  d e p t h .
T h e  s t a r t i n g  p o i n t  i s  t h e  f u l l  t i m e - d e p e n d e n t  a c o u s t i c  w a v e  e q u a t i o n  i n  t h r e e -
d i m e n s i o n s  f o r  a  t i m e - h a r m o n i c  s o u r c e  w i t h  r a d i a l  f r e q u e n c y  w ,  w r i t t e n  ( 2 8 ) ,
( )  r  1  ( ) J  1  å 2 P ( r , t )  £ (  )  - i w t
P o  r  \ 7 ' l p o ( r ) \ 7 P r , t  -  c 2 r )  å t 2  =  - 4 n u  r - r o  e  ,
( 2 . 1 )
w h e r e  r  r e p r e s e n t s  t h e  s p a t i a l  c o o r d i n a t e s  ( x i  Y ,  z ) ,  r o  i s  t h e  s o u r c e  p o s i t i o n ,  t  i s
t i m e ,  ó ( r )  i s  t h e  D i r a c  d e l t a  f u n c t i o n ,  a n d  \ 7  t x i  +  t y 3  +  t z k .  T h e  d e n s i t y  P o  a n d
s o u n d  s p e e d  c  a r e  f u n c t i o n s  o f  p o s i t i o n  a n d  s u g g e s t  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  p r o p a g a t i o n
e n v i r o n m e n t  o n  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  w a v e  e q u a t i o n .  U s i n g  t h e  f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n  f o r
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t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  i n  g o i n g  f r o m  t h e  t i m e  d o m a i n  t o  t h e  f r e q u e n c y  d o m a i n ,
1  1 + 0 0
F  T . - ( x ( t ) )  =  X ( w )  =  í ê  x ( t ) e i w t d t ,
v  2 7 f  - 0 0
( 2 . 2 )
a n d  a p p l y i n g  i t  t o  ( 2 . 1 ) ,  t h e  t i m e - i n d e p e n d e n t  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  r e s u l t s ,
p o ( r ) V .  ¡ p o ~ r )  v p ( r ) J  +  k 2 ( r ) p ( r )  =  - 4 7 f 5 ( r  -  r o ) ,
( 2 . 3 )
H e r e ,  a n g u l a r  f r e q u e n c y  i s  d e f i n e d  b y  w  =  2 7 f f ,  f o r  f r e q u e n c y  f ,  a n d  k ( r )  w / c ( r )  i s
t h e  t o t a l  a c o u s t i c  w a v e n u m b e r .
T h e  w a v e  e q u a t i o n  c a n  b e  s i m p l i f i e d  f o r  o u r  c a s e  b y  c o n s i d e r i n g  t h e  s o l u t i o n s
i n  r e g i o n s  o f  c o n s t a n t  d e n s i t y .  F o r  a  s t r a t i f i e d  w a v e g u i d e  w h e r e  d e n s i t y  i s  c o n s t a n t
w i t h i n  e a c h  l a y e r ,  e q u a t i o n  ( 2 . 3 )  t a k e s  t h e  f o r m
( V 2  +  e ( r ) J  p ( r )  =  - 4 7 f b ( x ) i : ( y ) b ( z  -  z o ) ,
( 2 . 4 )
f o r  t h e  s o u r c e  l o c a t e d  a t  t h e  o r i g i n  o f  t h e  ( x , y ) - p l a n e  a n d  a t  a  d e p t h  z o o
2 . 1  1  P o i n t - s o u r c e  s p e c t r u m  a n d  p l a n e - w a v e  r e f l e c t i o n  c o e f -
f i c i e n t
F o r  a  w a v e g u i d e  w i t h  p r o p e r t i e s  t h a t  v a r y  o n l y  a s  a  f u n c t l O n  o f  d e p t h ,  t h e  s o l u -
t i o n  t o  ( 2 . 4 )  p r o c e e d s  b y  r e d u c i n g  t h e  e q u a t i o n  t o  o n e  i n  t h e  d e p t h  c o o r d i n a t e  o n l y .
A p p r o p r i a t e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r e  t h e n  a p p l i e d  a t  t h e  a i r - s e a  a n d  w a t e r - b o t t o m
i n t e r f a c e s .  D e f i n i n g  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  i n v e r s e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o p e r a t o r  i n  s p a t i a l
c o o r d i n a t e s  b y  ( 2 8 j ,
1  ( + 0 0  ( + 0 0  .
T . F  T  t l ( x ,  y n  =  F ( k x ,  k y )  =  2 7 f  1 - 0 0  1 - 0 0  l ( x ,  y ) e - i ( k x x + k Y Y l d x d y ,
( 2 . 5 )
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a n d  a p p l y i n g  i t  t o  b o t h  s i d e s  o f  ( 2 . 4 ) ,  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n  r e s u l t s ,
r  d 2  2  2  2 J  (  )
L  d z 2  +  k  -  k x  -  k y  g ( k x ,  k y ;  z ,  Z o )  =  - 2 6  z  -  Z o  .
( 2 . 6 )
H e r e  k z  i s  t h e  v e r t i c a l  w a v e n u m b e r  d e f i n e d  a s  k z  =  V k 2  -  k ;  -  k ~ ,  w i t h  k x  a n d  k y  t h e
h o r i z o n t a l  w a v e n u m b e r s  w i t h  r e s p e c t  t o  a  C a r t e s i a n  c o o r d i n a t e  s y s t e m  i n  w a v e n u m b e r
s p a c e .  I n  t h e  a b o v e ,  i t  i s  r e q u i r e d  t h a t  I  m i  k z ) .  2 :  0  i n  o r d e r  t o  e n s u r e  t h e  f i e l d  i s  f i n i t e
a s  z  - -  0 0 .  T h e  s o l u t i o n  g ( k x ,  k y ;  z ,  z o )  i s  t h e  d e p t h - d e p e n d e n t  G r e e n ' s  f u n c t i o n  o r
p o i n t - s o u r c e  s p e c t r u m  f o r  t h e  d e p t h - s e p a r a t e d  w a v e  e q u a t i o n .  T h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n
i s  r e l a t e d  t o  t h e  a c o u s t i c  p r e s s u r e  f i e l d  t h r o u g h  t h e  c o n j u g a t e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  p a i r s
g i v e n  b y :
1  / 0 0  / 0 0
.  _  .  ì ( k x x + k y Y )
p ( x ,  y ,  z ,  z o )  -  -  g ( k x ,  k y ,  z ,  z o ) e  d k x d k y ,
2 n  - 0 0  - 0 0
( 2 . 7 )
1  / 0 0  / 0 0
_  .  - ì ( k x x + k y y )
g ( k x ,  k y ,  z ,  z o )  -  -  p ( x ,  y ,  z ,  z o ) e  d x d y .
2 n  - 0 0  - 0 0
( 2 . 8 )
T h e  s o l u t i o n  t o  t h e  d e p t h - d e p e n d e n t  e q u a t i o n  ( 2 . 6 )  i s  o b t a i n e d  b y  i n c o r p o r a t i n g
i n t o  t h e  t o t a l  s o l u t i o n ,  t h e  i n d e p e n d e n t  s o l u t i o n s  u T ( k x ,  k y ;  z )  a n d  u B ( k x ,  k y ;  z )  w h i c h
s a t i s f y  t h e  t o p  a n d  b o t t o m  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ,  r e s p e c t i v e l y .  T h e  g e n e r a l  f o r m  o f
t h e  d e p t h - d e p e n d e n t  G r e e n ' s  f u n c t i o n  s a t i s f y i n g  b o t h  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  c a n  b e
w r i t t e n ,
g ( k  k .  z  )  -  -  u T ( k x ,  k y ;  z " J u B ( k x ,  k y ;  z ? )  0  _ . e  z  _ . e  Z b ,  ( 2 . 9 )
x ,  y ,  ,  Z o  -  W  z o )  ,
w h e r e  z ~  =  m i n ( z ,  z o ) ,  z ?  =  m a x ( z ,  z o )  a n d  W ( z o )  i s  t h e  W r o n s k i a n ,  g i v e n  i n  t e r m s
o f  t h e  s o l u t i o n s  U T  a n d  U B  e v a l u a t e d  a t  t h e  s o u r c e  l o c a t i o n  b y ,
W ( z o )  =  U T ( Z o ) U ~ ( z o )  -  u ~ ( Z o ) U B ( Z o )
( 2 . 1 0 )
F o r  a n  i s o v e l o c i t y  w a t e r  c o l u m n ,  t h e  s o l u t i o n s  U T  a n d  U B  c a n  b e  e x p r e s s e d  I n
3 6
t e r m s  o f  u p - g o i n g  a n d  d o w n - g o i n g  p l a n e  w a v e s  a l o n g  w i t h  t h e i r  b o u n d a r y  i n t e r a c t i o n s
c h a r a c t e r i z e d  b y  t h e  p l a n e - w a v e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t s  R T ( k r )  a n d  R B ( k r )  a t  t h e  t o p
a n d  b o t t o m  i n t e r f a c e s .  E x p r e s s i n g  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t s  a s  a  f u n c t i o n  o f  h o r i z o n t a l
w a v e n u m b e r ,  k r :  t h e  t w o  i n d e p e n d e n t  s o l u t i o n s  a r e  g i v e n  b y ,
u T ( k r ;  z )  =  A  ( e - i k z Z  +  R T ( k r ) e k z Z )  ,
( 2 . 1 1 )
u B ( k r ;  z )  =  B  ( e - i k z Z  -  R B ( k r ) e k z Z )  ,
( 2 . 1 2 )
f o r  w h i c h  t h e  W r o n s k i a n  b e c o m e s ,
W  =  2 i k z A B ( 1  -  R T R B e 2 i k z Z b ) ,
( 2 . 1 3 )
w h e r e  A  a n d  B  a r e  a r b i t r a r y  c o n s t a n t s  a n d  k r  =  V k ~  +  k ~ .  S u b s t i t u t i n g  t h e s e  e x p r e s -
s i o n s  i n t o  ( 2 . 9 ) ,  t h e  d e p t h - d e p e n d e n t  G r e e n ' s  f u n c t i o n  f o r  a  s h a l l o w  w a t e r  w a v e g u i d e
i s
.  _  i  r  e i k z l z - z o l  +  R T ( k r ) e i k z ( z + z o )  +  R B ( k r ) e 2 i k z Z b  ( e - i k z ( Z + Z o )  +  R T ( k r ) e - i k z l z - z o l ) )
g ( k r ,  z ,  z o )  -  k z  ( 1  _  R T ( k r ) R B ( k r ) e 2 i k z Z b J  .
( 2 . 1 4 )
T h i s  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  i s  a  s p e c t r a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  p r o p a g a t i n g
f i e l d  i n  t e r m s  o f  h o r i z o n t a l  w a v e n u m b e r  a n d  s h o w s  e x p l i c i t l y  i t s  d e p e n d e n c e  o n  t h e
b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  o f  t h e  w a v e g u i d e .  F o r  t h e  o c e a n  a c o u s t i c  p r o b l e m ,  t h e  a i r - s e a
i n t e r f a c e  i s  a p p r o x i m a t e d  b y  a  p r e s s u r e - r e l e a s e  s u r f a c e  w i t h  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  g i v e n
b y  R T  =  - 1 .  T h e  d e p t h - d e p e n d e n t  G r e e n ' s  f u n c t i o n  i s  t h e n  a n  e x p l i c i t  f u n c t i o n  o f
t h e  p l a n e - w a v e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  a t  t h e  w a t e r - b o t t o m  i n t e r f a c e .  F o r  e x a m p l e ,  f o r
a  s t r a t i f i e d  s e a b e d  w i t h  m u l t i p l e  l a y e r s ,  a s  i l u s t r a t e d  i n  f i g u r e  ( 2 - 1 ) ,  R b ( k r )  c a n  b e
w r i t t e n  a s  a  s u m  i n c l u d i n g  t h e  p l a n e - w a v e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t s  c a l c u l a t e d  b e t w e e n
a d j a c e n t  l a y e r s  ( 4 4 ) ,  a n d  a  p h a s e  t e r m  t h a t  d e p e n d s  o n  t h e  l a y e r  d e p t h s .
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~ /
A 0 1 n = O
~ /
A 1 2
n = 1
~ /
n = 2
0
0
0
~ /
~
n = N
z
F i g u r e  2 - 1 :  L a y e r e d  s e d i m e n t  m o d e l  u s e d  f o r  c a l c u l a t i o n  o f  p l a n e - w a v e  r e f l e c t i o n
c o e f f c i e n t .
R b  (  k r  )
- l
+
¡ l - ( l l  R 0 1  n c 2 i k 1 z d 1
+
R 0 1
R o / e - 2 i k i z d 1
- l
+
¡ i  -  ( i i  R 1 2  ) 2 j e - 2 i k 2 z  ( d 2  - d 1 )
+
R 1 2
R ~ 2 1  e - 2 i k 2 z  ( d 2 - d 1 )
( 2 . 1 5 )
1
¡ l - ( l l  R ( N  - l ) N  ) 2 j e - 2 i k n z  ( d N  - d N  - 1 )
R ( N - 1 ) N
+
R - 1  - 2 i k n z ( d N - d N _ 1 )
+
( N _ 1 ) N e
R N ( N + 1 ) ,  
w h e r e  R i j  i s  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  b e t w e e n  t w o  a d j a c e n t  l a y e r s  g i v e n  b y
R q  -  p j k z i  -  P i k z j
i J   .
p j k z i  +  P i k z j
( 2 . 1 6 )
F r o m  ( 2 . 1 5 )  i t  i s  c l e a r  t h a t  R B  d e p e n d s  s o l e l y  o n  t h e  s e d i m e n t  p r o p e r t i e s  o f  t h e
b o t t o m .  C o n s e q u e n t l y ,  m e a s u r e m e n t s  o f  t h e  b o t t o m  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  a r e  o f t e n
u s e d  a s  a  b a s i s  f o r  t h e  g e o a c o u s t i c  i n v e r s e  p r o b l e m  s u c h  a s  i n  t h e  t r a c e  m e t h o d s  a n d
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t h e  m e t h o d  o f  G e l f a n d - L e v i t a n  p r e v i o u s l y  d i s c u s s e d .  I n  t h e  s t r a t i f i e d  s h a l l o w - w a t e r
c a s e ,  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  R b ( k r )  a n d  g ( k r )  g i v e n  b y  ( 2 . 1 4 )  s h o w s  t h e  e x p l i c i t
d e p e n d e n c e  o f  t h e  s p e c t r u m  o n  t h e  b o t t o m  p r o p e r t i e s .  T h i s  r e l a t i o n s h i p  i s  t h e  b a s i s
f o r  g e o a c o u s t i c  i n v e r s e  p r o b l e m s  u s i n g  p o i n t  s o u r c e  a c o u s t i c  f i e l d  d a t a  i n  s h a l l o w -
w a t e r .  O f  p a r t i c u l a r  i n t e r e s t  f o r  t h e  i n v e r s e  p r o b l e m  i s  t h e  d i s c r e t e  p o r t i o n  o f  t h e
w a v e n u m b e r  s p e c t r u m  9  g i v e n  b y  ( 2 . 1 4 )  w h e n  t h e  d e n o m i n a t o r  g o e s  t o  z e r o .  M a k i n g
t h e  s u b s t i t u t i o n  R T  =  -  1 ,
1  +  R B e 2 i k z Z b  =  O .
( 2 . 1 7 )
I t  w i l  b e  s h o w n  t h a t  t h i s  e q u a t i o n  t a k e s  t h e  e x a c t  f o r m  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n
f o r  t h e  i n h o m o g e n e o u s  d e p t h - d e p e n d e n t  w a v e  e q u a t i o n  f o r  a  w a v e g u i d e  w i t h  p r e s s u r e -
r e l e a s e  t o p  a n d  h o r i z o n t a l l y  s t r a t i f i e d  b o t t o m  ( 2 8 )  S o l u t i o n s  t o  ( 2 . 1 7 )  c a n  b e  u s e d  a s
i n p u t  d a t a  t o  t h e  p e r t u r b a t i v e  i n v e r s e  m e t h o d s .
2 . 1 . 2  C y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s :  T h e  H a n k e l  T r a n s f o r m
A  m o r e  n a t u r a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  ( 2 . 7 )  f o r  a  p o i n t  s o u r c e  i n  a  s t r a t i f i e d  w a v e g u i d e  i s
o b t a i n e d  b y  t r a n s f o r m i n g  t h e  p r o b l e m  t o  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s .  F o r  a n  a x i s y m m e t r i c
p r o b l e m ,  t r a n s f o r m a t i o n  t o  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  h a s  t h e  e f f e c t  o f  r e d u c i n g  t h e  t w o -
d i m e n s i o n a l  c o n j u g a t e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  p a i r  r e l a t i o n s h i p  o f  ( 2 . 7 )  a n d  ( 2 . 8 )  t o  t h e
o n e - d i m e n s i o n a l  H a n k e l  t r a n s f o r m  p a i r  r e l a t i o n s h i p  w i t h  c o n j u g a t e  v a r i a b l e s  k r  a n d  T .
T h e  C a r t e s i a n / c y l i n d r i c a l  t r a n s f o r m  r e l a t i o n s  i n  t h e  s p a t i a l  a n d  w a v e n u m b e r  d o m a i n s
a r e  g i v e n  b y  t h e  f o l l o w i n g  i d e n t i t i e s .
k x  =  k r c o s a ,
x  =  r  c o s  ß ,
y  =  r  s i n  ß ,
r  =  ' ¡ x 2  +  y 2 ,
( 2 . 1 8 )
k y  =  k r  s i n  a ,
k r  =  ' I l k ;  +  k ~ ,
w h e r e  t h e  a n g l e s  a  a n d  ß  a r e  a s  s h o w n  i n  f i g u r e  ( 2 - 2 ) .  U s i n g  t h e s e  t r a n s f o r m s ,
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yk y
k y
x
k x
k x
F i g u r e  2 - 2 :  A n g l e  d e f i n i t i o n s  f o r  c o o r d i n a t e  t r a n s f o r m s  i n  C a r t e s i a n  a n d  w a v e n u m b e r
s p a c e
e q u a t i o n  ( 2 . 7 )  b e c o m e s
1  1 0 0  1 2 7 r  .
p ( r -  z  z  )  =  -  g ( k  z  z  ) e i k r r ( c o s O : - ß )  k  d k  d a
,  , 0 2 7 f 0 0  "  0  r  r .
( 2 . 1 9 )
U s i n g  t h e  i n t e g r a l  r e p r e s e n t a t i o n  f o r  t h e  z e r o - o r d e r  B e s s e l  f u n c t i o n  J o ,
J o ( z )  =  2 ~  1 2 7 r  e i z ( c o s o : - ß ) d a ,
( 2 . 2 0 )
e q u a t i o n  ( 2 . 1 9 )  b e c o m e s  a  z e r o - o r d e r  H a n k e l  t r a n s f o r m  w h i c h  m a k e s  u p  o n e  h a l f  o f
t h e  c o n j u g a t e  t r a n s f o r m  p a i r  g i v e n  b y ,
p ( r ;  z ,  z o )  =  1 0 0  g ( k r ;  z ,  z o ) J o ( k r r ) k r d k r ,
( 2 . 2 1 )
g ( k r ;  z ,  Z o )  =  1 0 0  p ( r ;  z ,  z o ) J o ( k r r ) r d r .
( 2 . 2 2 )
U s i n g  t h e  f o l l o w i n g  i d e n t i t y  r e l a t i n g  t h e  B e s s e l  f u n c t l O n  t o  t h e  H a n k e l  f u n c t i o n ,
J o ( k r r )  =  ~  ( H ~ l ) ( k r r )  +  H ~ 2 ) ( k r r ) J  '
4 0
t h e  o n e - s i d e d  i n t e g r a l  o f  ( 2 . 2 1 )  c a n  b e  w r i t t e n  a s  t h e  t w o - s i d e d  i n t e g r a l  ( 2 8 )
1 / 0 0
p ( r ;  z ,  z o )  =  2 "  - 0 0  g ( k r ;  z ,  z o ) H ~ l ) ( k r r ) k r d k r '
( 2 . 2 3 )
T h i s  f o r m  i s  p a r t i c u l a r l y  c o n v e n i e n t  w h e n  a p p r o x i m a t i n g  t h e  H a n k e l  f u n c t i o n  b y  i t s
a s y m p t o t i c  f o r m  f o r  k r r  : ? : ?  1  f o r  w h i c h  t h e  a b o v e  i n t e g r a l  a n d  i t s  i n v e r s e  t a k e  t h e
f o r m  o f  F o u r i e r  t r a n s f o r m s .  U s i n g
H ( l ) ( k r r )  I "  V  2  e i ( k r r - 7 r / 4 )  k r r : ? : ?  1 ,
o  7 r  k r  r
i n  ( 2 . 2 3 )  g i v e s ,
e - i 1 r / 4  / 0 0
p ( r ;  z ,  z o )  I "  ~  g ( k r ;  z ,  z o ) ¡ ¡ e i k r r  d k n
y  2 7 r r  - 0 0
( 2 . 2 4 )
w i t h  t h e  i n v e r s e ,
e i 7 r / 4  / 0 0  .
g ( k r ;  z ,  z o )  1 " . j  p ( r ;  z ,  z o ) . . e - i k r r  d r .
2 7 r k r  - 0 0
( 2 . 2 5 )
T h e s e  e x p r e s s i o n s  a r e  e a s i l y  i n c o r p o r a t e d  f o r  u s e  o n  m e a s u r e d  a c o u s t i c  f i e l d  d a t a
w h e r e  t h e  w a v e n u m b e r  s p e c t r u m  c a n  b e  e x t r a c t e d  u s i n g  m e t h o d s  b a s e d  o n  t h e  F a s t
F o u r i e r  T r a n s f o r m  ( F F T )  o r  o t h e r  c o m p u t a t i o n a l  t e c h n i q u e s  c o m m o n l y  u s e d  i n  s i g n a l
p r o c e s s i n g .
E q u a t i o n s  ( 2 . 2 4 )  a n d  ( 2 . 2 5 )  a r e  o f t e n  u s e d  a s  t h e  b a s i s  f o r  w a v e g u i d e  c h a r a c t e r i -
z a t i o n  a n d  g e o a c o u s t i c  i n v e r s i o n  t e c h n i q u e s  b a s e d  o n  s p a t i a l  m e a s u r e m e n t s  o f  p o i n t
s o u r c e  a c o u s t i c  w a v e  f i e l d s .
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2 . 1 . 3  N o r m a l  M o d e  R e p r e s e n t a t i o n
A n  a l t e r n a t i v e  s o l u t i o n  t o  t h e  s t a n d a r d  w a v e  e q u a t i o n  g i v e n  b y  ( 2 . 4 ) ,  a n d  w r i t t e n  i n
c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  a s  ( 2 8 J
( \ 7 2  +  k 2 ( r ) J  p ( r )  =  - 4 7 r  b ~ )  b ( B ) b ( z  -  z o ) ,
( 2 . 2 6 )
i s  o b t a i n e d  t h r o u g h  t h e  a s s u m p t i o n  o f  a  s e p a r a b l e  s o l u t i o n  o f  t h e  f o r m ,
p ( r , z )  =  ¿ a n ( z o ) ' l n ( z ) R n ( r ) ,
( 2 . 2 7 )
n
w h e r e  r  =  ( r ,  B ,  z ) ,  R n ( r )  a n d  ' l n ( z )  a r e  r a d i a l  a n d  d e p t h  e i g e n f u n c t i o n s  a n d  a n ( z o )
i s  a m p l i t u d e .  T h e  i m p o r t a n t  r e s u l t  h e r e  i s  t h a t  f o r  c o n s t a n t - d e n s i t y  l a y e r s ,  t h e  ' l n
s a t i s f i e s  t h e  e i g e n v a l u e  e q u a t i o n
d 2 ' l n ( z )  2  (
d z 2  +  k z n ' l n  z )  =  0 ;
k ; n  =  k 2 ( z )  -  k ~ ,
( 2 . 2 8 )
a l o n g  w i t h  i t s  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ,  a n d  k n  i s  t h e  e i g e n v a l u e  f o r  t h e  m o d e  n .  F o r  a
h o m o g e n e o u s  f l u i d  l a y e r  b o u n d e d  f r o m  a b o v e  a n d  f r o m  b e l o w  b y  h o r i z o n t a l l y  s t r a t -
i f i e d  m e d i a  w i t h  p l a n e - w a v e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t s  R T  a n d  R B ,  r e s p e c t i v e l y ,  t h e  h o -
m o g e n e o u s  s o l u t i o n  t o  t h e  d e p t h  e q u a t i o n  c a n  b e  w r i t t e n  i n  t e r m s  o f  u p - g o i n g  a n d
d o w n - g o i n g  p l a n e  w a v e s .
' l ( z )  =  ' l d ( z )  +  ' l u ( z )  =  A e i k z z  +  B e - i k z z ,
( 2 . 2 9 )
w h e r e  A  a n d  B  a r e  a r b i t r a r y  c o n s t a n t s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .  U s i n g
t h i s  e x p r e s s i o n ,  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t s  a t  t h e  t o p  a n d  b o t t o m  s u r f a c e s  c a n  b e
w r i t t e n  a s
R  =  ' l d ( z )  =  A
T  ' l u ( z )  I z = o  B
( 2 . 3 0 )
4 2
R  -  w u ( z )  I  _  B  - 2 i k z Z b
B  -  W  d  ( Z )  z = z b  -  A  e
( 2 . 3 1 )
T h e s e  t w o  e q u a t i o n s  c a n  t h e n  b e  c o m b i n e d  t o  y i e l d  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  f o r
t h e  d e p t h  d e p e n d e n t  e q u a t i o n  g i v e n  b y
1  -  R T R B e 2 i k z Z b  =  o .
( 2 . 3 2 )
R e c a l l i n g  e q u a t i o n  ( 2 . 1 4 ) ,  t h i s  i s  e x a c t l y  t h e  f o r m  o f  t h e  d e n o m i n a t o r  f o r  t h e  s h a l l o w -
w a t e r  d e p t h - d e p e n d e n t  G r e e n ' s  f u n c t i o n  g i v e n  i n  e q u a t i o n  ( 2 . 1 7 )  f o r  R T  =  - 1  P o l e s
o f  
t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  t h u s  c o r r e s p o n d  e x a c t l y  t o  e i g e n v a l u e s  f o r  t h e  d e p t h - d e p e n d e n t
e i g e n v a l u e  e q u a t i o n .
F o l l o w i n g  t h e  t r e a t m e n t  o f  F r i s k  ( 2 8 ) ,  t h e  r a d i a l  c o m p o n e n t  o f  t h e  s o l u t i o n  ( 2 . 2 7 )
c a n  b e  s h o w n  t o  b e  a  s o l u t i o n  t o  B e s s e l ' s  e q u a t i o n  w i t h  a  l i n e  s o u r c e  d r i v i n g  t e r m
a n d  h a s  t h e  f o r m ,
R n ( r )  =  Í 1 r H ~ l ) ( k n r )
( 2 . 3 3 )
T h e  m o d a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  a c o u s t i c  p r e s s u r e  f i e l d  c a n  t h e n  b e  w r i t t e n ,
0 0
p ( r ,  z )  =  Í 1 r  L  a n ( z o ) W n ( Z ) H ~ l ) ( k n r ) .
n = l
( 2 . 3 4 )
F i n a l l y ,  s o l v i n g  f o r  a n ( z )  f o r  z  =  Z o  u s i n g  t h e  c l o s u r e  r e l a t i o n  f o r  e i g e n f u n c t i o n s  o f  a
p r o p e r  S t u r m - L i o u v i l e  s y s t e m  a s ,
a n ( z o )  =  w ~ ( z o ) /  p ( z o ) ,
( 2 . 3 5 )
a n d  t h e  m o d a l  r e p r e s e n t a t i o n  b e c o m e s ,
.  0 0
(  )  _  i 7 r  ~  *  ( 1 )
P  r ,  z -  - (  )  L .  w n ( z o ) w n ( z ) H o  ( k n r ) .
p  Z o  n =  1
( 2 . 3 6 )
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I n  t h e  f a r  f i e l d ,  t h e  a s y m p t o t i c  f o r m  o f  t h e  H a n k e l  f u n c t i o n  c a n  b e  u s e d  t o  o b t a i n .
. . e i 1 f  / 4  0 0  *  e i k n r
p ( r ,  Z )  ' "  ( )  L  W n ( Z o ) W n ( Z )  V k
P  Z o  n = l  n r
( 2 . 3 7 )
2 . 1 . 4  R a n g e - D e p e n d e n t  M o d a l  R e p r e s e n t a t i o n
I n  t h e  p r e v i o u s  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  m o d a l  s o l u t i o n  t o  t h e  d e p t h - d e p e n d e n t  p r o b l e m ,
a  r a n g e - i n d e p e n d e n t  m e d i u m  w a s  a s s u m e d .  P i e r c e  ( 5 7 J  f i r s t  i n t r o d u c e d  t h e  r a n g e -
d e p e n d e n t  f o r m u l a t i o n  f o r  n o r m a l  m o d e s  w h e r e  h e  a s s u m e d  s m a l l  v a r i a t i o n s  i n  t h e
p r o p a g a t i o n  m e d i u m  w i t h  r a n g e  a n d  t h a t  i n d i v i d u a l  m o d e s  d o  n o t  t r a n s f e r  e n e r g y
b e t w e e n  o n e  a n o t h e r  T h u s ,  b y  r e p r e s e n t i n g  t h e  s o l u t i o n  a t  a n y  g i v e n  r a n g e  a s  a  s u m
o f  l o c a l  m o d e s ,  w h e r e  t h e  m o d e s  s a t i s f y  t h e  l o c a l  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ,  t h e  a d i a b a t i c
m o d e  f o r m u l a  c a n  b e  d e r i v e d  a n d  i s  g i v e n  b y ,
f 2  0 0  e i  I ;  k n ( r ' ) d r '
(  )  y ¿ J r  i 1 f / 4 "  ( )  (  )
p  r ,  Z  ~  - (  )  e  L .  W n  Z o  W n  r ,  Z  .  /
P  Z o  n = l  v I ;  k n ( r ' ) d r '
( 2 . 3 8 )
w h e r e  t h e  i n t e g r a l  o v e r  d r  i n  t h e  d e n o m i n a t o r  o f  t h e  m o d e  s u m  h a s  b e e n  i n c l u d e d  t o
e n s u r e  r e c i p r o c i t y  b e t w e e n  s o u r c e  a n d  r e c e i v e r .  T h r o u g h  t h i s  f o r m u l a t i o n  a n d  a p p l i -
c a t i o n  o f  t h e  t r a n s f o r m  r e l a t i o n s  b e t w e e n  t h e  d e p t h - d e p e n d e n t  G r e e n ' s  f u n c t i o n  a n d
t h e  c o m p l e x - p r e s s u r e  f i e l d ,  r a n g e - d e p e n d e n t  s p e c t r a  c a n  b e  e x t r a c t e d  b y  p e r f o r m i n g
t h e  w a v e n u m b e r  i n t e g r a l  o v e r  l o c a l  a p e r t u r e s  o f  f i n i t e  l e n g t h .
I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  a l t h o u g h  a d i a b a t i c  m o d e  t h e o r y  i s  a  c o n v e n i e n t  w a y  t o  r e p -
r e s e n t  t h e  r a n g e - v a r y i n g  n a t u r e  o f  t h e  l o c a l  m o d e s  f o r  a  s p a t i a l l y  v a r y i n g  w a v e g u i d e ,
i t  i s  n o t  a  n e c e s s a r y  c o n d i t i o n  f o r  t h e  e x t r a c t i o n  o f  r a n g e - d e p e n d e n t  s p e c t r a .  I t  w i l
b e  d e m o n s t r a t e d  t h a t  e f f e c t i v e  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  c a n  b e  o b t a i n e d  f o r  r e g i o n s  o f
l o c a l l y  r a n g e - i n d e p e n d e n t  e n v i r o n m e n t s  b o u n d e d  b y  r e g i o n s  o f  t h e  e n v i r o n m e n t  w h e r e
a d i a b a t i c  m o d e  t h e o r y  d o e s  n o t  a p p l y  a n d  m o d e  c o u p l i n g  o c c u r s .  S i m i l a r l y ,  f o r  t h e
c a s e  o f  w e a k  i n t e r n a l  w a v e s  i n  a  r a n g e - i n d e p e n d e n t  w a v e g u i d e ,  e f f e c t i v e  e s t i m a t e s
o f  t h e  p r o p a g a t i n g  m o d e s  c a n  b e  m a d e  w h e r e  m o d e  c o u p l i n g  o c c u r s .  I n  t h i s  c a s e
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i t  w i l  b e  s h o w n  t h a t  t h e  h i g h e r  o r d e r  m o d e s  a r e  r e l a t i v e l y  s t a b l e  i n d i c a t i n g  r a n g e -
i n d e p e n d e n t  b o t t o m  p r o p e r t i e s  a n d  t h a t  e n e r g y  t r a n s f e r e d  a m o n g s t  t h e  l o w e r - o r d e r
m o d e s  i s  d u e  t o  r a n g e - d e p e n d e n c e  i n  t h e  w a t e r  c o l u m n .
2 . 1 . 5  E f f e c t s  D u e  t o  S o u r c e / R e c e i v e r  M o t i o n
I n  t h e  M O M A X  e x p e r i m e n t s  t o  b e  d e s c r i b e d ,  t h e  s o u r c e / r e c e i v e r  g e o m e t r y  w a s  d e -
p e n d e n t  o n  t h e  d r i f t  t r a c k s  o f  t h e  i n d i v i d u a l  b u o y s  a n d / o r  w h e t h e r  t h e  s o u r c e  w a s
m o o r e d  o r  b e i n g  t o w e d .  A s  s u c h ,  a n y  e f f e c t  t h e s e  c o n f i g u r a t i o n s  m i g h t  h a v e  o n  t h e
m e a s u r e d  w a v e n u m b e r  s p e c t r a  s h o u l d  b e  a d d r e s s e d .  I n  t h e  t y p i c a l  r a n g e  s e p a r a t i o n
e x p e r i m e n t ,  i t  h a s  b e e n  r e c o g n i z e d  t h a t  t o w e d  s o u r c e  m o t i o n  i m p a r t s  a  s h i f t  i n  t h e
m e a s u r e d  w a v e n u m b e r  s p e c t r u m .  R a j a n  e t .  a l .  ( 6 7 )  c o r r e c t e d  f o r  t h i s  e f f e c t  i n  m e a -
s u r e m e n t s  m a d e  i n  t h e  H u d s o n  C a n y o n  a r e a  o f  t h e  A t l a n t i c  O c e a n ,  w h e r e  a  s o u r c e
w a s  t o w e d  a l o n g  a  r a d i a l  a t  1 . 5  m / s .  H a w k e r  ( 3 8 )  a n d  S c h m i d t  a n d  K u p e r m a n  ( 7 3 )
g i v e  d e t a i l e d  a n a l y s e s  o f  t h e  m o v i n g  s o u r c e  p r o b l e m  a n d  d e r i v e  i n d e p e n d e n t  e x p r e s -
s i o n s  f o r  t h e  e x p e c t e d  D o p p l e r  s h i f t s .  E a c h  o f  t h e i r  m e t h o d s  w i l  b e  r e v i e w e d  h e r e
a n d  a p p l i e d  t o  t h e  M O M A X  m e a s u r e m e n t s  i n  a  f o l l o w i n g  c h a p t e r
H a w k e r  t r e a t s  t h e  c a s e  f o r  a  s o u r c e  m o v i n g  a l o n g  a  c o n s t a n t  t r a j e c t o r y  w i t h  c o n -
s t a n t  s p e e d  p a s t  a  s t a t i o n a r y  r e c e i v i n g  a r r a y .  F o r  t h e  g e o m e t r y  i n  F i g u r e  2 - 3  h e
d e r i v e s  a  m o d a l  s o l u t i o n  t o  t h e  w a v e  e q u a t i o n  t h a t  i n c l u d e s  t h e  g e o m e t r y  a n d  s o u r c e
m o t i o n .  T h r o u g h  h i s  a n a l y s i s ,  h e  a r r i v e s  a t  a  m o d a l  s o l u t i o n  w h i c h  d e p e n d s  o n  s o u r c e
v e l o c i t y  a n d  a n g l e  t o  r e c e i v e r  a l o n g  w i t h  m o d a l  g r o u p  v e l o c i t y .
V 2 é r r / 4  0 0  ' ¥ ~ ( z o ) ' ¥ n ( z )  ( .  0  (  v . ) )
p ( r ,  z )  r v  ( )  L  f k  e x p  i k n R  1  -  g s i n ( )  ,
P  Z o  n = l  k ~ R  V n
( 2 . 3 9 )
w h e r e  R a n d  ( )  a r e  t h e  s l a n t  r a n g e  a n d  a n g l e  b e t w e e n  s o u r c e  a n d  r e c e i v e r ,  k ~  i s
t h e  m o d a l  e i g e n v a l u e  f o r  n o  s o u r c e  m o t i o n ,  a n d  v h  i s  t h e  g r o u p  v e l o c i t y  o f  m o d e  n .
C o m p a r i n g  t h e  r e s u l t  o f  H a w k e r  g i v e n  b y  ( 2 . 3 9 ) ,  t o  t h e  m o d e  s u m  f o r  a  s t a t i o n a r y
s o u r c e  g i v e n  b y  ( 2 . 3 7 ) ,  t h e  h o r i z o n t a l  w a v e n u m b e r s  i n  t h e  m o v i n g  s o u r c e  p r o b l e m  a r e
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F i g u r e  2 - 3 :  S o u r c e / R e c e i v e r  g e o m e t r y  c o n s i d e r e d  b y  H a w k e r  f o r  m o v i n g  s o u r c e  p r o b -
l e m  ( 3 8 )
s h i f t e d  b y  a n  a m o u n t  e q u a l  t o  t h e  r a t i o  o f  t h e  s o u r c e  s p e e d  t o  m o d a l  g r o u p  v e l o c i t y .
F o r  t h e  g e o m e t r y  i n  f i g u r e  2 - 3 ,  t h e  s h i f t e d  w a v e n u m b e r s  a r e  g i v e n  b y ,
k ~  c :  k n  ( 1  -  ~ i  s i n O )  .
( 2 . 4 0 )
A  l a t e r  p a p e r  b y  S c h m i d t  a n d  K u p e r m a n  ( 7 3 )  t r e a t s  a  s i m i l a r  p r o b l e m ,  b u t  a l l o w s
f o r  m o r e  g e n e r a l  s o u r c e / r e c e i v e r  g e o m e t r y .  I n  t h e i r  a n a l y s i s ,  t h e  s o u r c e  a n d  r e c e i v e r
a r e  c o n s t r a i n e d  t o  t h e  s a m e  h o r i z o n t a l  p l a n e ,  b u t  c a n  m o v e  w i t h  c o n s t a n t  v e l o c i t y  a t
a r b i t r a r y  a n g l e s  w i t h  r e s p e c t  t o  o n e  a n o t h e r  a s  i l u s t r a t e d  i n  f i g u r e  2 - 4 .  U n d e r  t h e s e
c o n d i t i o n s ,  a n d  a s s u m i n g  a  s p a t i a l l y  i n d e p e n d e n t  h o r i z o n t a l l y  s t r a t i f i e d  m e d i u m ,  t h e
s p e c t r a l  a n d  m o d a l  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  p r e s s u r e  f i e l d  a r e  d e r i v e d .  T h e  G r e e n ' s
f u n c t i o n  i s  s h o w n  t o  b e  a  s o l u t i o n  t o  a  d e p t h - d e p e n d e n t  w a v e  e q u a t i o n  a s  i n  t h e
s t a t i o n a r y  c a s e  o f  ( 2 . 6 )  b u t  e v a l u a t e d  a t  a  D o p p l e r  s h i f t e d  f r e q u e n c y  g i v e n  b y
w *  =  w  +  k r  .  v s ,
( 2 . 4 1 )
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Figure 2-4: Geometry used by Schmidt and Kuperman for analysis of Doppler shifts
due to source/receiver motions (73J.
where Vs is the source velocity. The time-domain solution to the wave equation for
a moving source is then shown to be given in terms of a depth-dependent Green's
function that depends on the source motion. The receiver motion is introduced inde-
pendently and is shown to introduce a frequency shift in the exponential term of the
time-domain solution, but not in the integration kerneL. For both a moving source
and moving receiver, the time-domain solution to the wave equation can be written
as (73)
p(r + v t z t) '" ~ ! g(k Z' W + k . v )e-i((wo+kdvs-vr)jt-kroroJd2k (2.42)or, pV2 T" 0 r s i
where the receiver is moving with a velocity vector Vr given by r = ro + vrt. This
result of Schmidt and Kuperman shows that the effects of moving sources and re-
ceivers is not reciprocaL. Only source motion causes a Doppler frequency shift in the
propagating modes of the field for a harmonic source, while both source and receiver
motion contribute to the Doppler wavenumber shift in the phase term. In analysis
of the experimental data for this work, observations of the modal shift predicted by
these models wil be explored and a method for extracting the group velocity directly
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f r o m  m e a s u r e m e n t s  c o n s i d e r e d
2 . 2  I n v e r s e  P r o b l e m
T h e  p r e c e d i n g  s e c t i o n s  d e s c r i b e  t h e  f o r w a r d  p r o b l e m  f o r  p r e d i c t i n g  a c o u s t i c  p r o p a g a -
t i o n  a s  a  s o l u t i o n  t o  t h e  d e p t h - d e p e n d e n t  w a v e  e q u a t i o n  g i v e n  t h e  b o u n d a r y  c o n d i -
t i o n s .  T h e  i n v e r s e  p r o b l e m  o f  i n t e r e s t  i s  t o  d e t e r m i n e  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  b o u n d i n g
m e d i a  t h r o u g h  m e a s u r e m e n t s  o f  t h e  p r o p a g a t i n g  a c o u s t i c  f i e l d .  T h e  d a t a  u s e d  i n
t h e  i n v e r s e  m e t h o d s  t o  b e  d e s c r i b e d  i s  t h e  s p e c t r a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  p r o p a g a t -
i n g  a c o u s t i c  f i e l d .  I t  w a s  s h o w n  i n  e q u a t i o n  ( 2 . 1 4 )  h o w  t h i s  r e p r e s e n t a t i o n  c o n t a i n s
i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  b o t t o m  p r o p e r t i e s  o f  i n t e r e s t .
2 . 2 . 1  P e r t u r b a t i v e  I n v e r s i o n
T h e  p e r t u r b a t i v e  i n v e r s e  m e t h o d  i s  a n  i t e r a t i v e  m e t h o d  t h a t  i s  b a s e d  o n  m a k i n g
s m a l l  p e r t u r b a t i o n s  t o  a  s t a r t i n g  b a c k g r o u n d  m o d e L .  H e r e ,  t h e  f o r m a l i s m  o f  R a j a n  e t
a t .  ( 6 2 )  i s  f o l l o w e d  f o r  f o r m u l a t i n g  t h e  p r o b l e m  a s  a  F r e d h o l m  i n t e g r a l  e q u a t i o n  t h a t
c a n  b e  s o l v e d  u s i n g  l i n e a r  i n v e r s e  t h e o r y .
T h e  s t a r t i n g  p o i n t  i s  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  d e p t h - d e p e n d e n t  w a v e  e q u a t i o n  g i v e n
a  p r e d e t e r m i n e d  e n v i r o n m e n t a l  m o d e L .  T h e  n o r m a l  m o d e  s o l u t i o n  f o r  t h e  i n i t i a l
p r o b l e m ,  a s s u m i n g  a  p i e c e w i s e  c o n s t a n t  d e n s i t y  p r o f i l e  i s  w r i t t e n ,
( : : 2  +  k ( O ) 2 ( Z ) )  \ l ~ ) ( z )  =  k ~ ) 2 \ l ~ ) ( z ) ,
( 2 . 4 3 )
w h e r e ,
k ( O ) ( z )  =  w / c o ( z )
(  2 . 4 4  )
i s  t h e  w a v e n u m b e r  f o r  t h e  b a c k g r o u n d  s o u n d  s p e e d  p r o f i l e  c o ( z ) ,  \ l ~ ) ( z )  i s  t h e  m t h
n o r m a l  m o d e  f u n c t i o n ,  a n d  k ~ )  i s  t h e  m t h  m o d e  e i g e n v a l u e  f o r  t h e  b a c k g r o u n d  p r o b -
l e m .  G i v e n  t h i s  m o d e l ,  a  p e r t u r b a t i o n  i n  t h e  b a c k g r o u n d  s o u n d  s p e e d  m o d e l  b y  ~ c ( z )
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g i v e s  t h e  p e r t u r b e d  w a v e n u m b e r ,
k ( z )  =  w / ( c o ( z )  +  l l c ( z ) J .
( 2 . 4 5 )
T h i s  p e r t u r b a t i o n  i n  w a v e n u m b e r  y i e l d s  a  c o r r e s p o n d i n g  p e r t u r b a t i o n  t o  t h e  e i g e n -
v a l u e s  t h a t  w h e n  l i n e a r i z e d  c a n  b e  e x p r e s s e d  b y ,
l l k m  =  ( 2 k ~ ) ) - 1  ( \ l ~ )  I H I \ l ~ ) ) ,
( 2 . 4 6 )
w h e r e  b r a c k e t s  d e n o t e  i n t e g r a t i o n  o v e r  d e p t h ,  a n d  H  i s  t h e  w a v e n u m b e r  p e r t u r b a t i o n
s q u a r e d  a n d  l i n e a r i z e d .
H  l l k 2 ( z )  =  k 2 ( z )  -  k C O ) 2 ( Z )
e r e : )  ( ( 1  +  ~ o e C ~ n  - 2  -  1  J
~  - k C O ) 2 ( 2 1 1 c / c o )  f o r  l l c / c o  - ( - (  1 .
( 2 . 4 7 )
S u b s t i t u t i n g  e q u a t i o n  ( 2 . 4 7 )  i n t o  ( 2 . 4 6 )  a n d  e x p r e s s i n g  t h e  d e p t h  i n t e g r a l  i n d i c a t e d
b y  t h e  b r a c k e t s  e x p l i c i t l y ,  t h e  m o d e  n u m b e r  p e r t u r b a t i o n s  c a n  b e  w r i t t e n  a s  t h e
i n t e g r a l  e q u a t i o n ,
l l k m  =  ~  r =  p - l ( z ) I \ l C O ) ( z ) 1 2 k C O ) 2 ( z )  l l c ( z )  d z .
k ~ )  1 0 0 m  c o ( z )
( 2 . 4 8 )
I n  t h i s  f o r m ,  a  g i v e n  s m a l l  p e r t u r b a t i o n  i n  t h e  b a c k g r o u n d  s o u n d  s p e e d  p r o f i l e  r e s u l t s
i n  a  s m a l l  c h a n g e  i n  t h e  m o d a l  e i g e n v a l u e s .  T h e  i t e r a t i v e  p e r t u r b a t i v e  i n v e r s i o n
m e t h o d  t h u s  m a k e s  s m a l l  p e r t u r b a t i o n s  t o  t h e  b a c k g r o u n d  s o u n d  s p e e d  p r o f i l e  a n d
c o m p a r e s  t h e  r e s u l t i n g  e i g e n v a l u e s  t o  t h e  m e a s u r e d  i n p u t  v a l u e s .  T h e  b a c k g r o u n d
p r o f i l e  i s  u p d a t e d  i t e r a t i v e l y  u n t i l  t h e  e i g e n v a l u e s  f r o m  t h e  u p d a t e d  p r o f i l e  a g r e e  w i t h
t h e  m e a s u r e d  i n p u t  d a t a .
R a j a n  e t .  a l .  ( 6 2 J  d e t a i l s  t h r e e  m e t h o d s  f o r  s o l u t i o n  o f  t h e  i n t e g r a l  e q u a t i o n  g i v e n
b y  ( 2 . 4 8 )  f r o m  w h i c h  t h e  r e g u l a r i z a t i o n  m e t h o d  i s  s h o w n  h e r e .  T h i s  m e t h o d  a p p l i e s  a
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s m o o t h n e s s  c o n s t r a i n t  o n  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  i n t e g r a l  e q u a t i o n  b y  r e q u i r i n g  t h e  s e c o n d
d e r i v a t i v e  o f  t h e  s o u n d  s p e e d  t o  b e  c o n t i n u o u s  a c r o s s  l a y e r  i n t e r f a c e s  i n  t h e  s e d i m e n t .
T h e  s m o o t h n e s s  m e a s u r e  t h u s  s t a t e d  i s  d e f i n e d  a s ,
S ( L l c ( z ) )  =  f  ( d 2 ~ : 2 ( Z ) ) '  d z
( 2 . 4 9 )
U s i n g  t h e  a b o v e  c o n s t r a i n t ,  t h e  i n t e g r a l  e q u a t i o n  ( 2 . 4 8 )  i s  d i s c r e t i z e d  a n d  r e c a s t  a s
a n  a u g m e n t e d  l e a s t - s q u a r e  p r o b l e m  w i t h  t h e  o b j e c t i v e  o f  m i n i m i z i n g  a  c o s t  f u n c t i o n
g i v e n  b y  t h e  s q u a r e d  d i f f e r e n c e  o f  t l k m  a s  g i v e n  b e l o w .  I n p u t  d a t a  f o r  t h e  p r o b l e m
i s  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  m e a s u r e d  e i g e n v a l u e s  a s  d e t e r m i n e d  b y  t a k i n g  t h e  H a n k e l
t r a n s f o r m  o f  c o m p l e x  p r e s s u r e  a n d  t h e  e i g e n v a l u e s  c a l c u l a t e d  f o r  t h e  b a c k g r o u n d
m o d e L .  T h e  d a t a  i s  a  v e c t o r ,  d ,  w h o s e  l e n g t h  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  n u m b e r  o f  m o d e s
w i t h  e l e m e n t s  g i v e n  b y
d i  =  t l k m  =  k m  -  k i ,
( 2 . 5 0 )
w h e r e  k m  a r e  t h e  m e a s u r e d  e i g e n v a l u e s  a n d  k i  a r e  t h e  m o d e  e i g e n v a l u e s  f o r  t h e  b a c k -
g r o u n d  p r o b l e m .  T h e  u n p e r t u r b e d  v a l u e s  i n  t h e  i n t e g r a l  e q u a t i o n  ( 2 . 4 8 )  c a n  b e
e x p r e s s e d  a s  a  m a t r i x ,  G ,  w i t h  e l e m e n t s ,
2
G - -  =  ~ l w ( O ) 1 2
i J 3  m  ,
P O C o
( 2 . 5 1 )
w h e r e  i  a n d  j  r e f e r  t o  m o d e  n u m b e r  a n d  l a y e r  d e p t h  i n d i c e s ,  r e s p e c t i v e l y .  T h e
s m o o t h n e s s  c o n s t r a i n t  i s  t h e n  e x p r e s s e d  b y  t h e  d o u b l e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  g i v e n  b y ,
S ( t l c )  =  ¿ ) t l C j + 1  -  2 t l c j  +  t l C j _ l ?  =  t l c T H t l c ,
J
( 2 . 5 2 )
5 0
w i t h
1  - 2  1
- 2  5  - 4
1  - 4  6
o  0
1
- 4
o o
H =
( 2 . 5 3 )
o
o o
o  1  - 2  1
I n  t h e  a b o v e ,  S  i s  a  v e c t o r  o f  l e n g t h  d e p e n d i n g  o n  t h e  n u m b e r  o f  d e p t h  l a y e r s  t h e
p r o b l e m  h a s  b e e n  d i s c r e t i z e d  w i t h ,  G  i s  a n  n  x  m  m a t r i x  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  n u m b e r
o f  m o d e s  a n d  n u m b e r  o f  l a y e r s .  T h e  s o l u t i o n  i s  t h e n  f o u n d  b y  d e t e r m i n i n g  t h e  . 6 c
t h a t  m i n i m i z e s  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n  f o r  L  g i v e n  b y
l  =  À . 6 c T H . 6 c  +  ( d  -  G . 6 c f ( d  -  G . 6 c ) ,
( 2 . 5 4 )
w h e r e  À  i s  a  L a g r a n g e  m u l t i p l i e r  r e p r e s e n t i n g  t h e  a m o u n t  o f  s m o o t h n e s s  a p p l i e d .
D i f f e r e n t i a t i n g  ( 2 . 5 4 )  w i t h  r e s p e c t  t o  e a c h  e l e m e n t  o f  . 6 c ,  t h e  p r o b l e m  t a k e s  t h e  f o r m
. 6 c  =  ( G T G  +  À H ) - l G T d .
( 2 . 5 5 )
I n  t h e  a b o v e ,  w h e n  À  =  0 ,  n o  s m o o t h n e s s  c o n s t r a i n t s  a r e  a p p l i e d  a n d  t h e  e q u a t i o n
r e d u c e s  t o  t h e  s t a n d a r d  l e a s t  s q u a r e  s o l u t i o n  f o r  . 6 c  g i v e n  b y
. 6 c  =  G - l d .
( 2 . 5 6 )
T h u s  s t a t e d ,  f o r  a  g i v e n  . 6 k m ,  t h e  m i n i m i z a t i o n  p r o b l e m  i s  s o l v e d  t o  d e t e r m i n e  a
p e r t u r b a t i o n  t o  t h e  b a c k g r o u n d  m o d e l  b y  . 6 c .  T h e  c o s t  f u n c t i o n  i s  e v a l u a t e d  f o r  t h e
n e w  b a c k g r o u n d  m o d e l  a n d  i t e r a t i o n  p r o c e e d s  u n t i l  a g r e e m e n t  i s  o b t a i n e d  b e t w e e n
t h e  u p d a t e d  m o d e l  a n d  t h e  i n p u t  d a t a .
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2 . 2 . 2  G e l f a n d - L e v i t a n  M e t h o d
T h e  G e l f a n d - L e v i t a n  m e t h o d  i s  a n  e x a c t  m e t h o d  f o r  g e o a c o u s t i c  i n v e r s i o n  t h a t  i s
b a s e d  o n  t h e  a n a l o g o u s  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  d e p t h - d e p e n d e n t  a c o u s t i c  e q u a t i o n  w i t h
t h e  t i m e - i n d e p e n d e n t  S c h r ö d i n g e r  e q u a t i o n  o f  q u a n t u m  s c a t t e r i n g  t h e o r y .  T h e  t i m e -
i n d e p e n d e n t  i n h o m o g e n e o u s  w a v e  e q u a t i o n  f o r  t h e  d e p t h - d e p e n d e n t  v a r i a b l e  u ( k r ,  z )
c a n  b e  w r i t t e n  a s ,
(  d 2  2  2 )  )
d z 2  +  k  -  k r  u ( k r i z  =  O .
( 2 . 5 7 )
B y  m a k i n g  a  s i m p l e  w a v e n u m b e r  t r a n s l a t i o n  g i v e n  b y  p , 2
k ~  -  k 2 ( z ) ,  t h e  e q u a t i o n  ( 2 . 5 7 )  c a n  b e  w r i t t e n ,
k ~  -  k ; ,  a n d  q ( z )  =
( : : 2  +  p , 2  -  q ( Z ) )  u ( p " z )  =  0 ,
( 2 . 5 8 )
w i t h  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  u ( p "  0 )  =  Q .  T h i s  i s  e a s i l y  s e e n  t o  t a k e  t h e  f o r m ,
r  : : 2  +  ( E  -  V ( z ) )  J  u ( E ,  z )  =  0 ,
( 2 . 5 9 )
w h i c h  i s  t h e  t i m e - i n d e p e n d e n t  S c h r ö d i n g e r  e q u a t i o n  w h e r e  E  =  p , 2  i s  t h e  " e n e r g y "
a n d  V ( z )  =  q ( z )  i s  t h e  " p o t e n t i a l " .  I n  t h e  a b o v e  a n d  f o r  w h a t  f o l l o w s ,  i t  h a s  b e e n
a s s u m e d  t h a t  t h e  d e n s i t y  i s  h e l d  c o n s t a n t  o v e r  a l l  d e p t h s .  T h i s  r e q u i r e m e n t  w i l  b e
r e l a x e d  i n  a  l a t e r  s e c t i o n .
C o n s i d e r i n g  t h e  m o d e l  s h o w n  i n  f i g u r e  2 - 5 ,  a n d  f o l l o w i n g  c l o s e l y  t h e  d e v e l o p -
m e n t  b y  C h a d a n  a n d  S a b a t i e r  ( 1 2 ) ,  t h e  s c a t t e r i n g  s o l u t i o n  t o  t h i s  f u l l - l i n e  e q u a t i o n
i s  g o v e r n e d  b y  t h e  a s y m p t o t i c  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  f o r  z  - 7  : : 0 0 :
e : : i / - Z  e ' f i / - Z
u : : ( z )  r v  ~  +  R ' f ( p , )  ~ ,  z  - 7  = F O O
y  2 7 r  y  2 7 r
( 2 . 6 0 )
e : : i J -
u ' f ( z )  r v  T : : ( p , )  ~ ,
y 2 7 r
z  - 7  : : 0 0 .
( 2 . 6 1 )
T h e  t w o  i n d e p e n d e n t  s o l u t i o n s  u : : ( z )  c o r r e s p o n d  t o  p l a n e  w a v e s  e m a n a t i n g  f r o m
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V ( z ) : : o
V ( z ) : :  0
i k z z
e
o
) r  z
~
- i k z z
R e
T e i k z z
F i g u r e  2 - 5 :  I - D i m e n s i o n a l  i n v e r s e  s c a t t e r i n g  p r o b l e m  m o d e L .  I n v e r s e  p r o b l e m  i s  t o
d e t e r m i n e  t h e  p o t e n t i a l  V ( z )  o f  t h e  s c a t t e r i n g  r e g i o n .
z  =  = r o o  w h e r e  R T  a r e  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t s  i n  t h e  = r z  d i r e c t i o n s  a n d  T : l  a r e
t h e  t r a n s m i s s i o n  c o e f f c i e n t s  i n  t h e  : l z  d i r e c t i o n s .  T h e  r e f l e c t i o n  a n d  t r a n s m i s s i o n
c o e f f c i e n t s  m a k e  u p  t h e  f u l l  s c a t t e r i n g  m a t r i x  o f  t h e  S c h r ö d i n g e r  e q u a t i o n
(  T + ( ¡ J , )  R _ ( l ) ) )
S ( l ) )  =
R +  ( l )  )  T  -  ( l ) )
A s s u m i n g  t h e  e n d  p o t e n t i a l s  a s  z  - J  : l o o  a r e  b o t h  e q u a l  t o  z e r o ,  t h e  f u l l  s c a t t e r i n g
m a t r i x  c a n  b e  d e t e r m i n e d  f r o m  R _  ( l ) ) .
T h u s ,  t h e  g e o a c o u s t i c  i n v e r s e  p r o b l e m  b e c o m e s  o n e  o f  d e t e r m i n i n g  t h e  p o t e n t i a l
q ( z )  f r o m  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  R _ ( l ) )  i n c l u d i n g  i n f o r m a t i o n  f r o m  b o t h  t h e  d i s c r e t e
a n d  c o n t i n u o u s  s p e c t r u m .  N o t e  t h a t  f o r  k r  ?  k o o ,  l )  b e c o m e s  i m a g i n a r y  T h e  e n e r g y
l ) 2  i s  a l w a y s  r e a l  a n d  i s  p o s i t i v e  f o r  l )  r e a l  T h e  p o t e n t i a l  q (  z )  i s  i n  g e n e r a l  p o s i t i v e .
C h a d a n  a n d  S a b a t i e r ( 1 2 )  c o n t i n u e  w i t h  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  o n e - d i m e n s i o n a l  i n v e r s e
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s c a t t e r i n g  p r o b l e m  m a k i n g  t h e  f o l l o w i n g  a s s u m p t i o n  a b o u t  t h e  p o t e n t i a L .
l - :  ( 1  +  I z I ) V ( z ) d z  - c  0 0 .
( 2 . 6 2 )
A  s o l u t i o n  t o  t h e  i n v e r s e  p r o b l e m  c a n  b e  f o u n d  u s i n g  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  t h e
r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t ,
~  1  1 0 0
R ( z )  =  -  R ( t J ) e - i k z Z d k z ,
2 7 r  - 0 0
( 2 . 6 3 )
W h e r e  R ( t J )
R _  ( t J ) .  T h i s  e x p r e s s i o n  i s  i n s e r t e d  i n t o  t h e  G e l f a n d - L e v i t a n  t y p e
e q u a t i o n ,
K ( z ,  y )  +  R ( z  +  y )  +  l - z o o  R ( z '  +  y ) K ( z ,  z / ) d z '  =  0 ,  y  - c  z
( 2 . 6 4 )
w h i c h  c a n  b e  s o l v e d  b y  r e l a t i v e l y  s t r a i g h t f o r w a r d  n u m e r i c a l  m e t h o d s .  I t  s h o u l d  b e
n o t e d  t h a t  D e i f t  a n d  T r u b o w i t z  m a k e  t h e  s a m e  a s s u m p t i o n s  a b o u t  t h e  p o t e n t i a l  t o
s o l v e  a n  i d e n t i c a l  i n v e r s e  p r o b l e m  i n  t e r m s  o f  t h e i r  t r a c e  f o r m u l a .  M e r a b  ( 5 0 )  d e r i v e s
t h e  s a m e  e q u a t i o n  f o r  u n e q u a l  e n d  p o t e n t i a l s  a t  z  =  : : 0 0 .
T h e  t h e o r y ,  a s  s t a t e d ,  i s  q u i t e  s t r a i g h t f o r w a r d  a n d  r e q u i r e s  o n l y  t h e  p l a n e - w a v e  r e -
f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  a s  i n p u t  d a t a  t o  t h e  i n v e r s i o n .  H o w e v e r ,  t h e r e  a r e  s e v e r a l  c a v e a t s
t h a t  m u s t  b e  a d d r e s s e d  b e f o r e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  G e l f a n d - L e v i t a n  m e t h o d  c a n  b e
a p p l i e d  i n  p r a c t i c e .  I t  w a s  a l r e a d y  m e n t i o n e d  t h a t  t h e  d e v e l o p m e n t  a s s u m e d  t h e
d e n s i t y  t o  b e  c o n s t a n t  i n  t h e  p r o b l e m .  T h i s  a s s u m p t i o n  a l l o w s  t h e  p l a n e - w a v e  r e f l e c -
t i o n  c o e f f c i e n t  t o  b e  e x p r e s s e d  s o l e l y  a s  a  f u n c t i o n  o f  s o u n d  s p e e d  r a t i o s  a t  t h e  l a y e r
i n t e r f a c e s .  H o w e v e r ,  i t  w a s  s h o w n  i n  e q u a t i o n  ( 2 . 1 6 )  t h a t  f o r  t h e  a c o u s t i c  p r o b l e m ,
t h e  s o u n d  s p e e d  a n d  d e n s i t y  a r e  c o u p l e d  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t .
M e r a b  ( 5 0 )  g i v e s  a  d e r i v a t i o n  f o r  t h e  c a s e  o f  c o n t i n u o u s  v a r i a t i o n  o f  d e n s i t y  i n  t h e
s e d i m e n t ,  b u t  d o e s  n o t  a d d r e s s  t h e  j u m p  d i s c o n t i n u i t y  a t  t h e  w a t e r - b o t t o m  i n t e r f a c e .
T h i s  a n d  o t h e r  p r a c t i c a l  i s s u e s  a s s o c i a t e d  w i t h  s o l v i n g  t h e  G - L  i n t e g r a l  e q u a t i o n  w i l l
b e  d i s c u s s e d  a l o n g  w i t h  s o m e  n u m e r i c a l  e x a m p l e s  i n  c h a p t e r  5  o f  t h e  t h e s i s .  A  g o a l  i s
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t o  a d d r e s s  i s s u e s  r e l a t i n g  t o  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  m e t h o d  t o  a c o u s t i c  p r e s s u r e  d a t a
m e a s u r e d  a t  s e a .
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C h a p t e r  3
W a v e n u m b e r  E s t i m a t i o n
T e c h n i q u e s
3 . 1  I n t r o d u c t i o n
I n  t h i s  c h a p t e r  p r a c t i c a l  a s p e c t s  o f  e x t r a c t i n g  t h e  d i s c r e t e  h o r i z o n t a l  w a v e n u m b e r
s p e c t r u m  f r o m  r a n g e - d e p e n d e n t  a c o u s t i c  d a t a  a r e  c o n s i d e r e d .  O f  p a r t i c u l a r  i m p o r -
t a n c e  a r e  p r o b l e m s  w h e r e  t h e  e x p e c t e d  l o c a l  e i g e n v a l u e s  a r e  c l o s e l y  s p a c e d  i n  t h e
w a v e n u m b e r  d o m a i n .  I n  t h e s e  c a s e s ,  c l a s s i c a l  s p e c t r a l  a n a l y s i s  m e t h o d s  s h o w  t h e
l i m i t  o f  r e s o l u t i o n  f o r  d e t e c t i o n  o f  t w o  c l o s e l y  s p a c e d  w a v e n u m b e r  v a l u e s  t o  b e  i n -
v e r s e l y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  d a t a  l e n g t h .  I n  c a s e s  w h e r e  d a t a  a r e  l i m i t e d  t o  a  g i v e n
a p e r t u r e ,  o r  t h e  e n v i r o n m e n t  c h a n g e s  r a p i d l y ,  i t  m a y  b e  i m p o s s i b l e  t o  r e s o l v e  i n d i -
v i d u a l  m o d e s .  T h i s  i s  d e m o n s t r a t e d  i n  f i g u r e s  3 - 1 - 3 - 3  f o r  a  5 0  H z  c o m p l e x  p r e s s u r e
s i g n a l  m e a s u r e d  o n  a  5  m e t e r  g r i d  w h e r e  s p e c t r a  a r e  d e t e r m i n e d  f o r  a p e r t u r e s  o f  1 0 0 0
m  a n d  2 0 0 0  m  u s i n g  b o t h  c l a s s i c a l  a n d  h i g h - r e s o l u t i o n  m e t h o d s .  M o r e  d e t a i l s  a b o u t
t h e  f i e l d  a n d  t h e  r e s u l t i n g  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  a r e  d i s c u s s e d  l a t e r  i n  t h i s  c h a p t e r .
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t c 3  ( 5 0  H z )
0
- 2 0
i n
~
. .
0 .
- a
- 6 0
a :
- 8 0
- 1 0 0
0 5 0 0 1 0 0 0
1 5 0 0 2 0 0 0
2 5 0 0 3 0 0 0
2 0 0 0  m A p .
4 5 0 0  5 0 0 0
R a n g e  ( m )
F i g u r e  3 - 1 :  5 0  H z  s y n t h e t i c  p r e s s u r e  f i e l d  d a t a  f o r  w a v e g u i d e  w i t h  u n k n o w n  r a n g e -
d e p e n d e n t  s e d i m e n t  p r o p e r t i e s .  1 0 0 0  m  a n d  2 0 0 0  m  d a t a  s e g m e n t s  a r e  s h o w n  a s  u s e d
f o r  m a k i n g  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s .
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S p e c t r a l  E s t i m a t e s  ( t c 3  5 0  H z  2 0 0 0  m A p . )
i
I
i
i
I
i
i
i
i
i
I
i
- P p s
-  -  P A R
0 . 9  H  H  t r u e
0 . 8
0 . 7
E
2
~  0 . 6
a .
C /
" 0 0 . 5
Q )
. ~
ë i
E  0 . 4
o
Z
0 . 3
0 . 2
0 . 1
o
0 . 1 5
0 . 1 6 0 . 1 7
0 . 1 8  0 . 1 9
k r  ( 1 1 m )
0 . 2 0 . 2 1
0 . 2 2
F i g u r e  3 - 2 :  C o m p a r i s o n  o f  s p e c t r a l  e s t i m a t e s  f o r  2 0 0 0  m  d a t a  a p e r t u r e .  C l a s s i c a l
P S D  r e s u l t  i s  s o l i d ,  h i g h - r e s o l u t i o n  r e s u l t  i s  d a s h e d ,  a n d  t r u e  w a v e n u m b e r  v a l u e s  a r e
d o t t e d .
S p e c t r a l  E s t i m a t e s  ( t c 3  5 0  H z  1 0 0 0  m A p . )
0 . 8
0 . 7
E
2
~  0 . 6
a .
C /
" 0 0 . 5
Q )
. ~
ë i
E  0 . 4
o
Z
0 . 3
0 . 2
0 . 1
o
0 . 1 5  0 . 1 6  0 . 1 7  0 . 1 8  0 . 1 9  0 . 2  0 . 2 1  0 . 2 2
k r  ( 1 1 m )
F i g u r e  3 - 3 :  C o m p a r i s o n  o f  s p e c t r a l  e s t i m a t e s  f o r  1 0 0 0  m  d a t a  a p e r t u r e .  C l a s s i c a l
P S D  r e s u l t  i s  s o l i d ,  h i g h - r e s o l u t i o n  r e s u l t  i s  d a s h e d ,  a n d  t r u e  w a v e n u m b e r  v a l u e s  a r e
d o t t e d .
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I n  m a k i n g  s p e c t r a l  e s t i m a t e s  b a s e d  o n  c l a s s i c a l  m e t h o d s ,  M a t l a b ' s  ( 6 0 )  p s d  f u n c -
t i o n  w a s  u s e d  w i t h  a  H a n n i n g  w i n d o w  a p p l i e d  t o  t h e  f u l l  d a t a  a p e r t u r e  a n d  t h e
n u m b e r  o f  F F T  p o i n t s  s p e c i f i e d  a s  1 6 3 8 4 .  T h e  H i g h - r e s o l u t i o n  e s t i m a t e s  w e r e  m a d e
u s i n g  t h e  m o d i f i e d - c o v a r i a n c e  a u t o r e g r e s s i v e  ( A R )  e s t i m a t o r  o f  M a r p l e  ( 4 9 )  w i t h  A R
m o d e l  o r d e r s  o f  2 0  a n d  3 0  f o r  t h e  2 0 0 0  m  a n d  1 0 0 0  m  a p e r t u r e s ,  r e s p e c t i v e l y .  H a v i n g
e s t i m a t e d  t h e  A R  m o d e l  c o e f f c i e n t s ,  t h e  s p e c t r a  w e r e  d e t e r m i n e d  o n  a  1 6 3 8 4  p o i n t
w a v e n u m b e r  g r i d .  F u l l  d e t a i l s  o f  t h e  A R  e s t i m a t o r  a r e  d i s c u s s e d  i n  M a r p l e  ( 4 9 )  w i t h
a  s u m m a r y  p r o v i d e d  b e l o w  B e f o r e  p r o c e e d i n g ,  i t  s h o u l d  b e  e m p h a s i z e d  t h a t  f o r  t h i s
w o r k  t h e  d a t a  t o  b e  e x t r a c t e d  f r o m  t h e  w a v e n u m b e r  s p e c t r a l  p l o t s  i s  t h e  l o c a t i o n  o f
t h e  w a v e n u m b e r  p e a k s ,  n o t  t h e  a m p l i t u d e s .  R e c o g n i z i n g  t h a t  t h e  v a r i a n c e  i n  p e a k
l e v e l s  f o r  A R  s p e c t r a l  e s t i m a t e s  c a n  b e  l a r g e  c o m p a r e d  t o  o t h e r  m e t h o d s  ( 4 ) ,  o b s e r v e d
d i s c r e p a n c i e s  i n  s p e c t r a l  a m p l i t u d e s  a t  t h e  r e s o l v e d  f r e q u e n c i e s  b e t w e e n  t h e  c l a s s i c a l
a n d  h i g h - r e s o l u t i o n  m e t h o d s  w i l  
l a r g e l y  b e  i g n o r e d .  T h i s  s t a t e m e n t  i n  e f f e c t  r e d u c e s
t h e  p r o b l e m  f r o m  t h a t  o f  s p e c t r a l  e s t i m a t i o n  t o  o n e  o f  p a r a m e t e r  e s t i m a t i o n  w h e r e
t h e  p a r a m e t e r s  b e i n g  s o u g h t  a r e  h o r i z o n t a l  w a v e n u m b e r s .
U s i n g  t h e  a b o v e  s t a t e m e n t s  a s  a  g u i d e ,  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  c a n  b e  m a d e  b y
i d e n t i f y i n g  t h e  p e a k  l o c a t i o n s  o f  t h e  s p e c t r a l  e s t i m a t e s  f o r  b o t h  t h e  2 0 0 0  m  a n d  1 0 0 0
m  a p e r t u r e s  s h o w n  i n  f i g u r e s  3 - 2  a n d  3 - 3 .  T h e  l o c a t i o n  o f  t h e  t r u e  w a v e n u m b e r s
a r e  p l o t t e d  a s  t h e  d o t t e d  l i n e s  i n  e a c h  o f  t h e  f i g u r e s .  F r o m  t h e  p l o t s ,  i t  i s  c l e a r
t h e  h i g h - r e s o l u t i o n  m e t h o d  i s  c a p a b l e  o f  d e t e r m i n i n g  t h e  f o u r  d i s c r e t e  w a v e n u m b e r
c o m p o n e n t s  f o r  b o t h  t h e  s h o r t  a n d  l o n g  a p e r t u r e s .  I n  c o n t r a s t ,  t h e  c l a s s i c a l  r e s u l t
i s  n o t  a b l e  t o  r e s o l v e  t h e  f o u r  w a v e n u m b e r  c o m p o n e n t s  f o r  t h e  s h o r t  a p e r t u r e  a n d
s h o w s  a  b i a s  i n  t h e  p e a k  l o c a t i o n s  f o r  t h e  l o n g  a p e r t u r e .
I n  t h e  n e x t  s e c t i o n ,  t h e  h i g h - r e s o l u t i o n  m e t h o d  i s  d e s c r i b e d  a n d  c h a r a c t e r i z e d
w i t h  e m p h a s i s  o n  i t s  a b i l i t y  t o  d e t e c t  d i s c r e t e  w a v e n u m b e r s  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  n o i s e .
T h e  e s t i m a t o r  w i l l  t h e n  b e  u s e d  t o  e s t i m a t e  t h e  r a n g e - d e p e n d e n t  w a v e n u m b e r  c o n t e n t
o f  t h e  d a t a  s h o w n  i n  f i g u r e  3 -  1 .
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3 . 2  H i g h - r e s o l u t i o n  w a v e n u m b e r  e s t i m a t i o n
T h e  p r o b l e m  o f  w a v e n u m b e r  e s t i m a t i o n  f o r  p o i n t - s o u r c e  a c o u s t i c  d a t a  i s  i n t i m a t e l y
r e l a t e d  t o  t h e  p r o b l e m  o f  f r e q u e n c y  e s t i m a t i o n  f r o m  a  f i n i t e  n u m b e r  o f  n o i s y  d i s c r e t e -
t i m e  s i g n a l  m e a s u r e m e n t s .  F o r  t h i s  w o r k ,  s p e c t r a l  e s t i m a t o r s ,  t y p i c a l l y  a s s o c i a t e d
w i t h  e s t i m a t i n g  f u n c t i o n s  o f  f r e q u e n c y ,  a r e  t o  b e  u s e d  a s  p a r a m e t e r  e s t i m a t o r s ,  w h e r e
t h e  p a r a m e t e r s  a r e  h o r i z o n t a l  w a v e n u m b e r s .  I n  t h i s  c o n t e x t ,  a n  e s t i m a t o r  i s  d e s i r e d
f o r  i d e n t i f y i n g  a n d  l o c a l i z i n g  p e a k s  i n  t h e  d e p t h - d e p e n d e n t  G r e e n ' s  f u n c t i o n  t h a t  c o r -
r e s p o n d  t o  t h e  d i s c r e t e  h o r i z o n t a l  w a v e n u m b e r s  o f  p r o p a g a t i n g  m o d e s  u s i n g  s h o r t  d a t a
a p e r t u r e s .  T h e  s i g n a l  m o d e l  i s  d e t e r m i n i s t i c  w i t h  a d d e d  n o i s e  a n d  t h e  r e q u i r e m e n t
o f  s h o r t  d a t a  a p e r t u r e s ,  s u g g e s t s  t h e  u s e  o f  m o d e r n  s p e c t r a l  e s t i m a t i o n  t e c h n i q u e s
f o r  e x t r a c t i o n  o f  t h e  w a v e n u m b e r  c o n t e n t .  I n  p a r t i c u l a r ,  a  m e t h o d  b a s e d  o n  a u -
t o r e g r e s s i v e  s p e c t r a l  a n a l y s i s  w a s  c h o s e n  f o r  i t s  h i g h - r e s o l u t i o n  f r e q u e n c y  e s t i m a t i o n
p r o p e r t y  ( 4 J  ( 7 1 J  ( 4 9 ) .  T h i s  m e t h o d  w i l  b e  i n v e s t i g a t e d  n u m e r i c a l l y  b y  f i r s t  a p p l y i n g  i t
t o  t i m e - s e r i e s  d a t a  f o r  e s t i m a t i n g  f r e q u e n c y  a n d  t h e n  a p p l y i n g  i t  t o  t h e  w a v e n u m b e r
e s t i m a t i o n  p r o b l e m  o f  s h a l l o w - w a t e r  a c o u s t i c s .  W h e r e  a p p r o p r i a t e ,  r e f e r e n c e  w i l  b e
m a d e  t o  t h e  s t a t i s t i c a l  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  r e s u l t s  b a s e d  o n  t h e  d a t a .  I n  p a r t i c u l a r ,
t h e  r e s o l u t i o n  o f  c l o s e l y  s p a c e  f r e q u e n c i e s  o r  w a v e n u m b e r s  w i l  b e  i n v e s t i g a t e d  a n d
t h e  v a r i a n c e  o f  t h e  e s t i m a t e s  w i l  b e  c o n s i d e r e d  f o r  s i g n a l s  w i t h  a d d i t i v e  n o i s e .  T h e
r e s o l u t i o n  w i l  b e  l o o k e d  a t  w i t h  r e g a r d  t o  t h e  t h e o r e t i c a l  r e s o l u t i o n  o f  A R  b a s e d
f r e q u e n c y  e s t i m a t o r s  g i v e n  b y  M a r p l e  ( 4 9 ) ,
6 f  _  1 . 0 3
-  T p ( S N  R i i n ( P  +  1 ) ) ° . 3 1 '
( 3 . 1 )
w h e r e  6  f  i s  t h e  f r e q u e n c y  r e s o l u t i o n ,  T  i s  t h e  s a m p l e  i n t e r v a l  i n  s e c o n d s ,  p  i s  A R
m o d e l  o r d e r ,  a n d  S  N  R l i n  i s  t h e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  i n  l i n e a r  u n i t s .  T h e  v a r i a n c e
o f  A R  s p e c t r a l  e s t i m a t o r s  u s e d  f o r  f r e q u e n c y  e s t i m a t i o n  w a s  e x a m i n e d  b y  S a k a i  ( 7 1 )
a n d  f o u n d  t o  b e  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  i n v e r s e  o f  t h e  p r o d u c t  o f  d a t a  l e n g t h  a n d  t h e
s q u a r e  o f  S N R ,  w h e r e  S N R  i s  a g a i n  g i v e n  i n  l i n e a r  u n i t s .  T h e  r e s u l t s  o f  M a r p l e  a n d
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S a k a i  s h o w  t h a t  b o t h  r e s o l u t i o n  a n d  v a r i a n c e  o f  A R  f r e q u e n c y  e s t i m a t e s  d e p e n d  o n
n o i s e  l e v e L .  A l t h o u g h  t h e  d e p e n d e n c e  o n  n o i s e  l e v e l  w i l  n o t  b e  e x p l i c i t l y  s t u d i e d
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c l a s s i c a l  e s t i m a t o r s ,  i t  s h o u l d  b e  c l e a r  t h a t  a s  S N R  d e c r e a s e s ,  t h e
a d v a n t a g e  o f  u s i n g  t h e  A R  e s t i m a t o r  w i l  d e c r e a s e .  I n  p a r t i c u l a r ,  a s  S N R  d e c r e a s e s ,
t h e  d e n o m i n a t o r  o f  ( 3 . 1 )  d e c r e a s e s  a n d  t h e  n u m b e r  o f  A R  m o d e l  p a r a m e t e r s  h a s  t o  b e
i n c r e a s e d  t o  a c h i e v e  t h e  s a m e  r e s o l u t i o n .  F u r t h e r ,  f o r  l o w  e n o u g h  S N R ,  e v e n  f o r  h i g h
m o d e l  o r d e r s ,  t h e  r e s o l u t i o n  w i l  a p p r o a c h  t h e  c l a s s i c a l  l i m i t  b a s e d  o n  d a t a  r e c o r d
l e n g t h  a n d  t h e  a d v a n t a g e s  o f  u s i n g  a n  A R  b a s e d  e s t i m a t o r  a r e  l o s t .  T h e r e f o r e ,  S N R
i s  a  p r i m e  c o n s i d e r a t i o n  w h e n  a p p l y i n g  t h e  A R  m e t h o d s  t o  r e a l  d a t a .
T h i s  t h e s i s  w o r k  w a s  p a r t i a l l y  m o t i v a t e d  b y  t h e  w o r k  o f  R a j a n  a n d  B h a t t a  ( 6 5 J
w h e r e  o t h e r  h i g h - r e s o l u t i o n  f r e q u e n c y  e s t i m a t o r s  w e r e  s t u d i e d .  T h i s  w o r k  f o l l o w s
t h e i r  f o r m a t  b e g i n n i n g  w i t h  f r e q u e n c y  e s t i m a t i o n  f o r  a  s i g n a l  c o m p r i s e d  o f  a  s i n g l e
t o n e  p l u s  n o i s e  a n d  c o n t i n u i n g  o n  t o  t h e  a c o u s t i c  p r o b l e m  o f  h o r i z o n t a l  w a v e n u m b e r
e s t i m a t i o n .  T h e  s i n g l e - t o n e  p r o b l e m  w a s  t r e a t e d  b y  R i f e  a n d  B o o r s t y n  ( 6 9 )  w h e r e
t h e y  d e r i v e d  t h e  C r a m e r - R a o  ( C R )  b o u n d  f o r  t h e  e s t i m a t i o n  o f  f r e q u e n c i e s  i n  a  n o i s y
s i g n a L .  T h e  C R  b o u n d  i s  t h e  b e s t  e s t i m a t e  t h a t  c a n  b e  m a d e  f o r  a  g i v e n  p a r a m e t e r
u s i n g  a n  u n b i a s e d  e s t i m a t o r  o n  t h e  a v a i l a b l e  d a t a .  T h e  s i g n a l  m o d e l  f o r  t h e i r  a n a l y s i s
w a s  o f  t h e  f o r m ,
k
x ( t )  =  L  b i e i ( W i t + l ; )  +  w ( t ) ,
i = l
( 3 . 2 )
w h e r e  t h e  s u m  i s  o v e r  a  f i n i t e  n u m b e r  o f  f r e q u e n c i e s ,  w ,  i n d e x e d  b y  k ,  b i  a r e  t h e
a m p l i t u d e s ,  ( J i  a r e  t h e  p h a s e s ,  w ( t )  i s  t h e  o b s e r v a t i o n  n o i s e ,  a n d  t  i s  t i m e .  A s s u m i n g
a  c o n s t a n t  s a m p l i n g  r a t e  o f  F s  =  I / T  H z  w i t h  t h e  f i r s t  s a m p l e  t a k e n  a t  t o ,  t h e
c o n t i n u o u s  s i g n a l  m o d e l  c a n  b e  w r i t t e n  i n  d i s c r e t e  f o r m  u s i n g  t h e  c o n v e n t i o n  f o r
d i s c r e t e  t i m e  g i v e n  b y
t n  =  t o  +  n T  =  ( n o  +  n ) T .
( 3 . 3 )
6 1
A  s i n g l e  s a m p l e  i s  t h e n  g i v e n  a t  t i m e  t n  b y
k
x ( n )  =  x ( t n )  =  ¿  b i e i ( W i t n + B i )  +  w ( t n )
i = l
( 3 . 4 )
F o r  t h e i r  w o r k ,  a n d  t h e  d i s c u s s i o n  t h a t  f o l l o w s ,  t h e  n o i s e  i s  i n d e p e n d e n t  G a u s s i a n
w h i t e  n o i s e  w i t h  z e r o  m e a n  a n d  v a r i a n c e  ( 5 2 .  W h e n  e s t i m a t i n g  a  p a r a m e t e r ,  t h e
m e a n - s q u a r e d  e r r o r  i s  g i v e n  b y ,
m s e t & J  =  £ t l a  -  & I J 2  =  v a r t & J  +  I B ( & ) 1 2 ,
( 3 . 5 )
w h e r e  a  i s  t h e  t r u e  p a r a m e t e r  v a l u e ,  &  i s  t h e  e s t i m a t e ,  £  i s  t h e  e x p e c t e d  v a l u e
o p e r a t o r ,  a n d  B  i s  t h e  b i a s .  T h e  C R  b o u n d  f o r  a n  u n b i a s e d  e s t i m a t o r ,  d e f i n e d  a s  t h e
m s e  w i t h  B ( & )  =  0 ,  g i v e s  a  m i n i m u m  v a l u e  f o r  t h e  v a r i a n c e  t h a t  c a n  b e  o b t a i n e d  f o r
p a r a m e t e r  e s t i m a t e s  u s i n g  t h e  g i v e n  d a t a .  F o r  a  s i n g l e - t o n e ,  k  =  1 ,  a n d  k n o w n  i n i t i a l
p h a s e ,  e ,  t h e  C R  b o u n d  i s  g i v e n  b y  ( 6 9 ) ,
2
m s e t w J  2 :  v a r t w J  =  b 2 T 2 ( n ~ N :  2 n o P  +  Q ) '
( 3 . 6 )
w h e r e ,  b  i s  t h e  a m p l i t u d e ,  n o  i s  t h e  n u m b e r  o f  t h e  f i r s t  s a m p l e ,  N  i s  t h e  n u m b e r  o f
s a m p l e s ,  a n d  P  a n d  Q  a r e  d e f i n e d  a s ,
N - l  N ( N  -  1 )
P = ¿ n =
n = O  2
( 3 . 7 )
N - l  2  N ( N  -  1 ) ( 2 N  -  1 )
Q = ¿ n  =  .
n = O  6
( 3 . 8 )
T h i s  e x p r e s s i o n  w a s  u s e d  a s  a  m e a s u r e  o f  c o m p a r i s o n  b y  R a j a n  a n d  B h a t t a  ( 6 5 )  f o r
d e t e r m i n i n g  t h e  f r e q u e n c y  c o n t e n t  o f  n o i s y  s i g n a l s  u s i n g  e i g e n a n a l y s i s -  b a s e d  f r e q u e n c y
e s t i m a t o r s .  I n  t h e  n e x t  s e c t i o n ,  a  p a r a m e t r i c  m o d e l  b a s e d  A R  s p e c t r a l  e s t i m a t o r  w i l
b e  d e s c r i b e d .  R e s u l t s  f o r  e s t i m a t i n g  a  s i n g l e  f r e q u e n c y  u s i n g  t h e  A R  e s t i m a t o r  w i l
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b e  c o m p a r e d  t o  t h e  C R  b o u n d  a b o v e  w i t h  n o  =  0  a n d  w i t h  t h e  r e s u l t s  o f  R a j a n
a n d  B h a t t a .  T h e  e s t i m a t o r  i s  a l s o  a p p l i e d  t o  e s t i m a t e  t e m p o r a l  s i g n a l s  w i t h  t w o
c l o s e l y  s p a c e d  f r e q u e n c y  c o m p o n e n t s  a n d  t h e  r e l a t e d  p r o b l e m  o f  e s t i m a t i n g  h o r i z o n t a l
w a v e n u m b e r  c o n t e n t  f o r  s h a l l o w - w a t e r  a c o u s t i c  d a t a .  T h e  m u l t i p l e  t o n e  r e s u l t s  a r e
c o m p a r e d  t o  t h e  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  o f  M a r p l e  a n d  S a k a i  a l o n g  w i t h  t h e  n u m e r i c a l
r e s u l t s  o f  R a j a n  a n d  B h a t t a  ( 6 5 )  w h e r e  t h e  a b o v e  b o u n d  f o r  a  s i n g l e  t o n e  d e f i n e d  b y
R i f e  a n d  B o o r s t y n  d o e s  n o t  a p p l y .
3 . 2 . 1  P a r a m e t r i c  M o d e l i n g  A p p r o a c h  t o  S p e c t r a l  E s t i m a t i o n
M o d e l  b a s e d  a p p r o a c h e s  t o  s p e c t r a l  e s t i m a t i o n  m a k e  u s e  o f  a  p a r a m e t r i c  r e p r e s e n t a -
t i o n  o f  t h e  d a t a  t o  d e t e r m i n e  t h e  s p e c t r u m .  I t  i s  a n  a p p r o a c h  b a s e d  o n  t h e  a s s u m p t i o n
t h a t  t h e  m e a s u r e d  d a t a  c a n  b e  r e l a t e d  t o  t h e  i n p u t  d a t a  t h r o u g h  a  r a t i o n a l  t r a n s f e r
f u n c t i o n .  T h e  d a t a  m o d e l  i s  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  l i n e a r  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n ,
q  p
X n  =  L  b 1 w n - 1  -  L  a k X n - k ,
1 = 0  k =  1
( 3 . 9 )
w h e r e  f  w n J  i s  t h e  i n p u t  d r i v i n g  s e q u e n c e  w i t h  a s s o c i a t e d  p a r a m e t e r s  b i ,  a n d  f  x n J
i s  t h e  o u t p u t  s e q u e n c e  w i t h  p a r a m e t e r s  a k  a l o n g  w i t h  t h e i r  r e s p e c t i v e  z - t r a n s f o r m s
g i  v e n  b y ,
p
A ( z )  =  L  a m z - m ,
m = O
( 3 . 1 0 )
q
B ( z )  =  L  b m z - m .
m = O
( 3 . 1 1 )
F o r  t h e  g i v e n  i n p u t  a n d  o u t p u t  s e q u e n c e s ,  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n ,  H ( z ) ,  i s  s i m p l y ,
B ( z )
H ( z )  =  A ( z )
( 3 . 1 2 )
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F r o m  t h e s e  r e l a t i o n s h i p s ,  t h e  p o w e r  s p e c t r u m  a t  t h e  o u t p u t  o f  a  l i n e a r  f i l t e r ,  P A z ) ,
i s  r e l a t e d  t o  t h e  i n p u t  p r o c e s s ,  P n ( z ) ,  b y
*  *  B ( z ) B * ( I / z * )
P x ( z )  =  H ( z ) H  ( l / z  ) P n ( z )  =  A ( z ) A * ( I / z * )  P n ( z ) ,
( 3 . 1 3 )
w h e r e  *  d e n o t e s  t h e  c o m p l e x - c o n j u g a t e .  F o r  a  w h i t e - n o i s e  G a u s s i a n  p r o c e s s  w i t h
v a r i a n c e  ( f 2  e v a l u a t e d  a l o n g  t h e  u n i t  c i r c l e ,  Z  =  e x p ( i 2 n f T )  f o r  - F s / 2  : S  j  : S  F s / 2 ,
P x  b e c o m e s
P m o d e l ( J )  =  P x ( J )  =  ( f 2 T I B ( J ) / A ( J )  
1 2 ,
( 3 . 1 4 )
w h e r e  A ( J )  =  A ( e x p  ( i 2 n j T J )  a n d  B ( J )  =  B ( e x p  ( i 2 n j T J ) .
I n  t h e  g i v e n  c o n t e x t ,  m o d e l  b a s e d  s p e c t r a l  e s t i m a t i o n  r e q u i r e s  t h r e e  s t e p s  t h a t
i n c l u d e  s e l e c t i o n  o f  t h e  t i m e - s e r i e s  m o d e l ,  e s t i m a t i o n  o f  t h e  m o d e l  p a r a m e t e r s ,  a n d
c a l c u l a t i n g  t h e  t h e o r e t i c a l  p o w e r  s p e c t r a l  d e n s i t y  ( P S D )  f r o m  t h e  r e s u l t i n g  m o d e L .
T h e  d i s c u s s i o n  a b o v e  a n d  t h e  d e r i v a t i o n  o f  m o d e l  b a s e d  m e t h o d s  a n d  o t h e r  m o d e r n
e s t i m a t i o n  t e c h n i q u e s  a r e  r e v i e w e d  b y  K a y  a n d  M a r p l e  ( 4 2 J  w i t h  p r a c t i c a l  a p p l i c a t i o n s
a n d  c o m p u t e r  a l g o r i t h m s  p r e s e n t e d  i n  M a r p l e  ( 4 9 J .  I n  a n y  o f  t h e s e  m e t h o d s ,  t h e  g o a l
i s  i n c r e a s e d  r e s o l u t i o n  a n d  f i d e l i t y  o f  f r e q u e n c y  e s t i m a t e s  c o m p a r e d  t o  t h e  c l a s s i c a l
m e t h o d s .  T h e  s u c c e s s  o f  a n y  g i v e n  m e t h o d  r e l i e s  o n  t h e  a b i l i t y  t o  f i t  t h e  a s s u m e d
m o d e l  t o  t h e  d a t a  w i t h  f e w  p a r a m e t e r s .  I n  t h i s  w o r k ,  a  m o d e l  w a s  s o u g h t  t h a t
c o u l d  d e t e r m i n e  a  r e l i a b l e  e s t i m a t e  o f  t h e  p e a k  l o c a t i o n s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  d i s c r e t e
w a v e n u m b e r  s p e c t r u m  e x p e c t e d  f o r  t h e  d e p t h - d e p e n d e n t  G r e e n ' s  f u n c t i o n  f o r  s h a l l o w
w a t e r .  T h i s  r e q u i r e m e n t  i s  m e t  b y  a  t r a n s f e r  f u n c t i o n  t h a t  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  a s  a n
a l l - p o l e  m o d e l  f o r  t h e  s p e c t r u m  w h e r e  p e a k s  o c c u r  a t  t h e  p o l e  l o c a t i o n s .
3 . 2 . 2  A u t o r e g r e s s i v e  S p e c t r a l  E s t i m a t i o n
T h e  A u t o r e g r e s s i v e  s p e c t r a l  e s t i m a t o r  i s  d e f i n e d  b y  a n  a l l - p o l e  m o d e l  f o r  t h e  r a t i o n a l
t r a n s f e r  f u n c t i o n  m e n t i o n e d  a b o v e .  F o r  t h i s  c a s e ,  t h e  f i r s t  t e r m  o n  t h e  r i g h t  f o r  t h e
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l i n e a r - p r e d i c t o r  m o d e l  g i v e n  b y  ( 3 . 9 )  r e d u c e s  t o  b o  =  1  a n d  t h e  d a t a  m o d e l  b e c o m e s ,
p
X n  =  -  L  a k X n - k  +  W n .
k = l
( 3 . 1 5 )
T h i s  m o d e l  i s  a  s t r i c t l y  a u t o r e g r e s s i v e  p r o c e s s  o f  o r d e r  p  w h e r e  t h e  o u t p u t  s e q u e n c e
X n  i s  a  l i n e a r  r e g r e s s i o n  o n  i t s e l f  w i t h  e r r o r  t e r m s  W n .  T h e  p r e s e n t  v a l u e  o f  t h e  p r o c e s s
i s  a  w e i g h t e d  s u m  o f  p a s t  v a l u e s  w i t h  a  n o i s e  t e r m .  U s i n g  t h i s  m o d e l ,  t h e  s p e c t r a l
r e p r e s e n t a t i o n  g i v e n  b y  ( 3 . 1 4 )  r e d u c e s  t o ,
~ 2 T
P  A R ( f )  =  ¡ A ( f )  1 2 '
( 3 . 1 6 )
T h i s  e q u a t i o n  c a n  b e  w r i t t e n  e x p l i c i t l y  i n  t e r m s  o f  t h e  m o d e l  p a r a m e t e r s  a k  t o  s h o w
t h e  a l l - p o l e  n a t u r e  o f  t h e  s p e c t r a l  e s t i m a t e ,  w h e r e  p e a k s  o c c u r  w h e n  t h e  d e n o m i n a t o r
g o e s  t o  z e r o .
~ 2 T
P A R  =  2  .
1 1  +  L ~ = i  a k  e x p (  - i 2 7 r  f k T ) 1
G i v e n  t h e  a b o v e  r e l a t i o n s h i p ,  a n  e s t i m a t e  o f  t h e  s p e c t r u m  i s  o b t a i n e d  b y  d e t e r m i n i n g
( 3 . 1 7 )
t h e  A R  p a r a m e t e r s ,  a k  a n d  ~ 2  T h i s  i s  d o n e  f o r m a l l y  b y  r e l a t i n g  t h e  A R  p a r a m e t e r s
t o  t h e  a u t o c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  o f  t h e  d a t a  t h r o u g h  t h e  Y u l e - W a l k e r  e q u a t i o n s  ( 4 2 ) .
F o r  t h e  s i g n a l  m o d e l ,  X n ,  t h e  a u t o c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n ,  R x x ( k )  i s ,
R x x ( k )  =  £ ( x n + k X ~ J  =  £  r x ~  ( -  t  a i x n - ! + k  +  W n + k ) J  =  -  t  a I R x x ( k - l ) + £ ( w n + k x ~ ) ,
L  1 = 1  1 = 1
( 3 . 1 8 )
T h e  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  s i g n a l  a n d  n o i s e  i n  t h e  s e c o n d  t e r m  o f  t h e  l a s t  e x p r e s s i o n
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o f  ( 3 . 1 8 )  c a n  b e  f o u n d  b y ,
£ ( W n + k X ~ )
£  ( W n + k  L ~ O  h i w ~ - i J
L ~ o  h i ( 5 2 6 k + l
( 5 2  h ~ k
t o ,
h  *  ( 5 2
o  ,
( 3 . 1 9 )
f o r  k  ?  0
f o r  k  =  0
w h e r e  i t  w a s  a s s u m e d  t h a t  H ( z )  i s  a  c a u s a l  a n d  s t a b l e  f i l t e r  a n d  6 m  i s  t h e  d e l t a
f u n c t i o n ,  w i t h  6 m  =  1  f o r  m  =  0  a n d  0  o t h e r w i s e .  I m p o s i n g  t h e  a s y m p t o t i c  l i m i t
a t  z  - +  0 0  o n  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n  g i v e s ,  h o  =  l i m z - t o o H ( z )  =  1 ,  a n d  y i e l d s  t h e
Y u l e -  W a l k e r  e q u a t i o n s  g i v e n  b y ,
t  -  L l = i  a ¡ R x x ( k  -  I ) ,
R x x ( k )  =
-  L l = i  a i R x x ( - I )  +  ( 5 2 ,
f o r  k  ?  0
f o r  k  =  0
( 3 . 2 0 )
G i v e n  t h e  Y u l e - W a l k e r  e q u a t i o n s ,  t h e  A R  p a r a m e t e r s  c a n  b e  d e t e r m i n e d  f o r  a
g i v e n  m o d e l  o r d e r  p  b y  s o l v i n g  p  e q u a t i o n s  f r o m  ( 3 . 2 0 )  f o r  k  ?  0  a n d  t h e n  f i n d i n g  ( 5 2
f o r  k  =  O .  I n  s o l v i n g  t h e  Y u l e -  W a l k e r  e q u a t i o n s  t h e  m o d e l  o r d e r  p  i s  a  f r e e  p a r a m e t e r
s e l e c t e d  b y  t h e  u s e r  C r i t e r i a  f o r  m o d e l  o r d e r  s e l e c t i o n  w i l  b e  d i s c u s s e d  l a t e r
W i t h  t h e  m o d e l  o r d e r  s e l e c t e d ,  t h e  Y u l e - W a l k e r  e q u a t i o n s  c a n  b e  e x p r e s s e d  i n
m a t r i x  f o r m  a s
R x x  ( 0 )
R x x  ( 1  )
R x x (  -  1 )
R x x  ( 0 )
R x A  - ( p  -  1 ) )
R x A  - ( p  -  2 ) )
a i
R x x  ( 1  )
R x x  ( 2 )
( 3 . 2 1 )
a 2
R x A p  -  1 )  R x A p  -  2 )
R x x  ( 0 )
a p
R x x  ( p )
T h e  a u t o c o r r e l a t i o n  m a t r i x  a b o v e ,  R x x  i s  H e r m i t i a n  ( R ~ x  =  R x x ) ,  T o e p l i t z  ( e q u a l  d i -
a g o n a l  e l e m e n t s ) ,  a n d  i s  g e n e r a l l y  p o s i t i v e  d e f i n i t e .  F u r t h e r ,  ( 3 . 2 1 )  c a n  b e  a u g m e n t e d
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t o  i n c l u d e  t h e  k  =  0  e q u a t i o n  a n d  b e c o m e s ,
R x x ( O )
R x x (  - 1 )
R x x (  - p )
1
0 2
R x x  ( 1  )
R x x ( O )
R x x (  - ( p  -  1 ) )
a i
0
( 3 . 2 2 )
R x x  ( p )
R x x ( p  -  1 )
R x x  ( 0 )
a p
0
U s i n g  t h i s  f o r m ,  t h e  A R  p a r a m e t e r s  a n d  0  a r e  d e t e r m i n e d  b y  s o l v i n g  ( 3 . 2 2 )  w i t h
p  +  1  e s t i m a t e d  a u t o c o r r e l a t i o n  e s t i m a t e s ,  R x x ( O ) ,  "  R x x ( p ) ,  a n d  u s i n g  R x x (  - m )  =
R ; x ( m ) .
A n  e f f c i e n t  m e t h o d  f o r  s o l u t i o n  o f  ( 3 . 2 2 )  i s  t h e  L e v i n s o n - D u r b i n  a l g o r i t h m  ( 4 2 ) .
T h e  a l g o r i t h m  i s  r e c u r s i v e  a n d  p r o v i d e s  e s t i m a t e s  o f  a  n u m b e r ,  p ,  A R  p a r a m e t e r  s e t s
f o r  t h e  s e l e c t e d  m o d e l  o r d e r  p  a n d  i n c l u d e s  a l l  t h e  l o w e r  m o d e l  o r d e r  p a r a m e t e r  s e t s .
T h e  f i n a l  s e t  a t  o r d e r  p  i s  t h e  s o l u t i o n ,  w i t h  t h e  f u l l  c o m p l e m e n t  o f  p a r a m e t e r  s e t s
g i v e n  b y  t a i i ,  o i L  t  a 2 l ,  a n ,  o r L  .  .  .  ,  t  a p i ,  a p 2 ,  .  .  .  ,  a p p ,  o ; L  w h e r e  t h e  d o u b l e  s u b s c r i p t
d e n o t e s  m o d e l  o r d e r  a n d  c o e f f c i e n t  n u m b e r ,  r e s p e c t i v e l y .  W i t h  t h i s  n o t a t i o n ,  t h e
a l g o r i t h m  i s  i n i t i a l i z e d  b y ,
a i i
0 2
1
-  R x x ( l )  /  R x x ( O )
( 1  -  l a i i  1 2 ) R x x ( 0 )
( 3 . 2 3 )
a n d  t h e  r e c u r s i o n  f o r  k  =  2 , 3 ,
,  p  i s  g i v e n  b y
a k k  -  ( R x A k )  +  2 : ; ; /  a k - l , R x x ( k  - 1 ) )  / o L l
a k i
a k - l , i  +  a k k a k - i , k - i
( 3 . 2 4 )
o k  ( 1  -  l a k k I 2 ) o L i '
W r i t i n g  ( 3 . 1 7 )  i n  t e r m s  o f  t h e  a u t o c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e  Y u l e -
W a l k e r  e q u a t i o n s  a n d  m a k i n g  u s e  o f  t h e  L e v i n s o n - D u r b i n  a l g o r i t h m  t o  e x t e n d  t h e
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s u m m a t i o n  i n t e r v a l  i s  t h e  b a s i s  f o r  h i g h - r e s o l u t i o n  o f  t h e  A R  e s t i m a t o r ,
a 2 T  0 0
P A R  =  p  2  =  f l t  L  R x x ( k )  e x p (  - i 2 7 r  f k T ) ,
1 1  +  ¿ k = l  a k  e x p (  - i 2 7 r  f  k T )  I  k = - o o
( 3 . 2 5 )
w h e r e
t  R x x ( n ) ,  f o r  I n l  ~  p
R x x ( n )  =
-  ¿ ~ = l  a p k R x x ( n  -  k ) ,  f o r  I n l  : ;  p .
( 3 . 2 6 )
T h i s  c o m p a r e s  t o  t h e  c o r r e l o g r a m  m e t h o d  o f  c l a s s i c a l  s p e c t r a l  e s t i m a t i o n ,  w h e r e  t h e
s u m m a t i o n  i s  o v e r  a  f i n i t e  n u m b e r  o f  a u t o c o r r e l a t i o n  l a g s  e s t i m a t e d  f r o m  t h e  f i n i t e
d a t a  l e n g t h  ( 4 9 ) .  T h e  e f f e c t  o f  t h e  f i n i t e  s u m  o f  t h e  c l a s s i c a l  e s t i m a t o r  i s  a  b r o a d e n i n g
o f  t h e  m a i n  p e a k  o f  t h e  e s t i m a t e ,  a s  w e l l  a s  t h e  p r e s e n c e  o f  s i d e l o b e s  d e p e n d i n g
h o w  t h e  d a t a  i s  t r u n c a t e d  a t  t h e  e n d p o i n t s .  T h i s  c o m b i n a t i o n  o f  s i d e l o b e s  a n d  p e a k
b r o a d e n i n g  f o r  t h e  c l a s s i c a l  e s t i m a t o r  l i m i t  t h e  f r e q u e n c y  r e s o l u t i o n  f o r  s h o r t  a p e r t u r e
d a t a .  T h e  A R  s p e c t r a l  e s t i m a t o r  i s  n o t  l i m i t e d  b y  w i n d o w i n g  e f f e c t s  o n  t h e  d a t a  a n d
r e s o l u t i o n  i s  d e p e n d e n t  o n  m o d e l  o r d e r  s e l e c t i o n  a n d  d a t a  a p e r t u r e .
T h e  s o l u t i o n  o f  t h e  A R  m o d e l  p a r a m e t e r s  c a n  b e  r e c a s t  i n  t e r m s  o f  t h e  t h e o r y  o f
l i n e a r  p r e d i c t i o n .  I n s p e c t i o n  o f  e q u a t i o n  ( 3 . 1 8 )  s h o w s  i t  t o  b e  t h e  e q u a t i o n  o f  l i n e a r
p r e d i c t i o n  w h e r e  i  i s  t o  b e  p r e d i c t e d  g i v e n  p  p r e v i o u s  s a m p l e s  o f  t h e  s i g n a l  ( 4 2 ) .
p
i  =  -  L  C X k X n - k ,
k = l
( 3 . 2 7 )
I n  t h i s  c a s e ,  t h e  b e s t  l i n e a r  p r e d i c t i o n  f o r  i  w i l  m i n i m i z e  t h e  p r e d i c t i o n  e r r o r  p o w e r ,
Q p ,  w h e r e
Q p  =  E ( l x n  -  i n  1 2 ) .
( 3 . 2 8 )
I t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  C X k  =  a p k  f o r  k  =  1 , " ' , p  a n d  Q P m i n  =  a ;  s o  t h e  b e s t  l i n e a r
p r e d i c t o r  f o r  i  i s ,
p
i  =  -  L  a p k X n - k '
k = l
( 3 . 2 9 )
T h e  a b o v e  s t a t e s  t h a t  t h e  p a r a m e t e r s  t  a k L ,  a k 2 ,  ' . ,  a k d ,  ( w h e r e ,  a s  b e f o r e ,  t h e  s u b -
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s c r i p t s  k  a n d  p  r e f e r  t o  t h e  o r d e r  a n d  i n d e x )  a l o n g  w i t h  ( J L  r e p r e s e n t  t h e  k t h  -  o r d e r
l i n e a r  p r e d i c t o r  a n d  m i n i m u m  p r e d i c t i o n  e r r o r  p o w e r  a n d  a r e  i d e n t i c a l  t o  A R  p a -
r a m e t e r  e s t i m a t i o n  a l l o w i n g  t h e  t h e o r y  f o r  o n e  t o  a p p l y  t o  t h e  o t h e r .  T h u s ,  l i n e a r
p r e d i c t i o n  t h e o r y  c a n  b e  u s e d  f o r  e s t i m a t i n g  A R  p a r a m e t e r s .  T h i s  i s  v e r y  p o w e r f u l  i n
t h a t  i t  a l l o w s  b o t h  f o r w a r d  a n d  b a c k w a r d  p r e d i c t i o n  s c h e m e s  t o  b e  u s e d  i n  e s t i m a t i n g
A R  p a r a m e t e r s .  W r i t i n g  t h e  p t h  -  o r d e r  f o r w a r d  p r e d i c t i o n  e r r o r  ( J ; n  a s  e p n  g i v e n  b y ,
e p n
X n
+
I : ~ = l  a p k X n - k
+
i : P -  1  (  * )
+
X n
k = l  a p - l , k  +  a p p a p _ i , p _ k  X n - k
a p p x n - p
e p - l , n
+
a p p b p _  1  , n -  1 ,
( 3 . 3 0 )
w h e r e
p
b p n  =  X n - p  +  L  a ; k X n - p + k i
k = l
( 3 . 3 1 )
i s  t h e  b a c k w a r d  p r e d i c t i o n  e r r o r ,  a n d  t h e  t e r m  x n - p  i s  p r e d i c t e d  f r o m  t h e  s a m p l e s
X n - p + l , '  . ,  X n ,  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  t h e  b a c k w a r d  p r e d i c t i o n  c o e f f c i e n t s ,  b p n ,  a r e
c o m p l e x  c o n j u g a t e s  o f  t h e  f o r w a r d  p r e d i c t i o n  c o e f f c i e n t s ,  a p n  ( 4 9 J
H a v i n g  e s t a b l i s h e d  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  A R  p a r a m e t e r s  a n d  t h e  f o r w a r d  a n d
b a c k w a r d  p r e d i c t i o n  c o e f f c i e n t s ,  a  m e t h o d  f o r  e s t i m a t i o n  w a s  c h o s e n  t h a t  c o m b i n e s
t h e  f o r w a r d  a n d  b a c k w a r d  l i n e a r  p r e d i c t i o n  a l g o r i t h m s .  B y  c o m b i n i n g  t h e  e r r o r  s t a t i s -
t i c s  o f  b o t h  t h e  f o r w a r d  a n d  b a c k w a r d  p r e d i c t o r s ,  m o r e  e r r o r  p o i n t s  a r e  g e n e r a t e d
r e s u l t i n g  i n  a n  i m p r o v e d  e s t i m a t e  o f  t h e  A R  p a r a m e t e r s .  T h e  m e t h o d  o f  s o l u t i o n  i s
t h a t  o f  M a r p l e  ( 4 9 J  a n d  i s  a  f o r w a r d  a n d  b a c k w a r d  l e a s t  s q u a r e s  a p p r o a c h  r e f e r r e d  t o
a s  t h e  m o d i f i e d  c o v a r i a n c e  m e t h o d .
W r i t i n g  t h e  b a c k w a r d  p r e d i c t i o n  e r r o r ,  b p n ,  o f  e q u a t i o n  ( 3 . 3 1 )  a s  t h e  v e c t o r ,  e t ,
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a n d  t h e  f o r w a r d  e r r o r ,  e p n ,  a s ,  e l ,  y i e l d s  t h e  t w o  ( N  -  p )  l e n g t h  v e c t o r s  g i v e n  b y ,
e l  ( p  +  1 )
e ~ ( p  +  1 )
e f  =
p
e b  =
p
( 3 . 3 2 )
e l ( N )
e ~  ( N J
w h e r e  t h e  d o u b l e  s u b s c r i p t  h a s  b e e n  r e p l a c e d  b y  a  s i n g l e  s u b s c r i p t  f o r  t h e  o r d e r  a n d
s a m p l e  n u m b e r  i n d i c e s  a r e  g i v e n  e x p l i c i t l y .  T h e  c o m b i n e d  e r r o r  c a n  b e  e x p r e s s e d  a s
t h e  l e n g t h  2 ( N  -  1 )  v e c t o r ,  e p ,
e p  =  (  : ; .  =  (  ~ J  ) (  a ~ b  )
( 3 . 3 3 )
H e r e  T p  i s  a  r e c t a n g u l a r  ( N  -  p )  x  ( p  +  1 )  d a t a  m a t r i x  g i v e n  b y ,
x ( p  +  1 )  x ( l )
T p  =  x ( N  -  p J
x ( p +  1 )
( 3 . 3 4 )
x ( N J  x ( N  -  p )
a n d  J  i s  t h e  ( p  +  1 )  x  ( p  +  1 )  r e f l e c t i o n  e x c h a n g e  m a t r i x  g i v e n  b y ,
o  0  1
o
1  0
( 3 . 3 5 )
J  =
1  0  0
7 0
T h e  l i n e a r  p r e d i c t i o n  c o e f f c i e n t  v e c t o r  a l b  i s  g i v e n  b y ,
a p ( 1  )
a f b  =
( 3 . 3 6 )
a p ( p )
U s i n g  t h e  a b o v e ,  a  l e a s t  s q u a r e s  a p p r o a c h  i s  s o u g h t  w h i c h  m i n i m i z e s  t h e  a v e r a g e
o f  t h e  f o r w a r d  a n d  b a c k w a r d  l i n e a r  p r e d i c t i o n  s q u a r e d  e r r o r s  o v e r  t h e  a v a i l a b l e  d a t a ,
p t '  =  ~  l n i ' 1  l e t l n J l  +  n i ' i  1 e ~ l n J 1 2 J  =  ~ e : e p  =  ~  ¡ ( e t ) H e t  +  ( e ~ ) H e ~ J .  ( 3 . 3 7 )
T h i s  l e a d s  t o  a  s e t  o f  n o r m a l  e q u a t i o n s  t o  b e  s o l v e d  a s  g i v e n  b y
R  a f b  =  (  2 p l b  )
p p  ,
O p
( 3 . 3 8 )
w i t h ,
( T p ) H ( T p )  H  T *
R p  =  =  T p  T p  +  J T p  T p  J ,
T *  J  T *  J
p  p
( 3 . 3 9 )
a n d  O p  a  p - e l e m e n t  z e r o  v e c t o r .  T h e  i n d i v i d u a l  e l e m e n t s  o f  R p  a r e  g i v e n  b y ,
N
T p ( i , j )  =  2 :  ( x * ( n  -  I J x ( n  -  j )  +  x ( n  -  p  +  I J x * ( n  -  p  +  j ) ) ,  f o r  0  5 :  j  ,  k  5 :  p .
n = p +  1
( 3 . 4 0 )
M a r p l e  ( 4 9 J  d e s c r i b e s  a n  e f f c i e n t  a l g o r i t h m  f o r  t h e  s o l u t i o n  o f  ( 3 . 3 8 )  w i t h  a  c o u p l e
o f  c o n d i t i o n s .  O n e  r e q u i r e m e n t  i s  t h a t  f o r  l i  t o  b e  n o n - s i n g u l a r ,  p  5 :  2 N / 3 ,  i . e . ,  t h e
o r d e r  s e l e c t e d  c a n  b e  n o  l a r g e r  t h e n  2 / 3  t h e  d a t a  l e n g t h .  A n o t h e r  c a v e a t  i s  t h a t  f o r  a
p u r e l y  h a r m o n i c  s i g n a l  t h e  r e c u r s i o n  o f  t h e  L e v i n s o n - D u r b i n  a l g o r i t h m  w i l  t e r m i n a t e
f o r  a n y  k  w h e r e  l a k k l  =  1  s i n c e  ( J k  =  O .  T h u s ,  f o r  s i g n a l s  c o m p r i s e d  o f  p u r e  o r  n e a r
s i n u s o i d s ,  t h e  r e c u r s i o n  a l g o r i t h m  m a y  t e r m i n a t e  b e f o r e  r e a c h i n g  t h e  s p e c i f i e d  m o d e l
o r d e r
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T h e  m o d i f i e d - c o v a r i a n c e  A R  a l g o r i t h m  w i l  b e  i m p l e m e n t e d  o n  a  s i g n a l  w i t h
n o i s e  f o r  e s t i m a t i n g  d i s c r e t e  f r e q u e n c y  c o m p o n e n t s  a n d  c o m p a r e d  w i t h  t h e  h i g h -
r e s o l u t i o n  e s t i m a t i o n  r e s u l t s  o f  R a j a n  a n d  B h a t t a  ( 6 5 )  a n d  t h e  C R  b o u n d  o f  R i f e
a n d  B o o r s t y n  ( 6 9 )  I t  w i l  t h e n  b e  u s e d  t o  e s t i m a t e  w a v e n u m b e r s  o f  t h e  p r o p a g a t i n g
m o d e s  f o r  s h a l l o w  w a t e r  a c o u s t i c  f i e l d s .
3 . 3  P e r f o r m a n c e  o f  M o d i f i e d  C o v a r i a n c e  A R  f r e -
q u e n c y  e s t i m a t o r
I n  o r d e r  t o  j u d g e  t h e  p e r f o r m a n c e  c h a r a c t e r i s t i c  o f  t h e  A R  a l g o r i t h m  t o  e s t i m a t e
w a v e n u m b e r s ,  s e v e r a l  t e s t s  w e r e  p e r f o r m e d  o n  t i m e  s e r i e s  d a t a  f o r  a  s i g n a l  p l u s  n o i s e .
T h e s e  t e s t s  w e r e  a d o p t e d  f r o m  t h e  p a p e r  o f  R a j a n  a n d  B h a t t a  ( 6 5 )  f o r  c o m p a r i s o n
w i t h  t h e i r  r e s u l t s .  T h e  t i m e  d o m a i n  s i g n a l s  w e r e  c h o s e n  w i t h  f r e q u e n c y  a n d  t i m e -
s a m p l i n g  i n t e r v a l s  t h a t  a r e  t y p i c a l  o f  w a v e n u m b e r  d i f f e r e n c e s  a n d  r a n g e - s a m p l i n g
i n t e r v a l s  f o r  a c o u s t i c  m e a s u r e m e n t s  m a d e  i n  s h a l l o w - w a t e r  w a v e g u i d e s .  T h e  s i g n a l
d a t a  f o r  t h e  n u m e r i c a l  s t u d i e s  w e r e  g e n e r a t e d  u s i n g
L
y ( n J  =  L  A i  e x p ( i 2 7 f  f i n T )  +  w ( n J ,  n  -  0 , "  , N  -  1 ,
i = l
( 3 . 4 1 )
w h e r e  A i  a r e  t h e  a m p l i t u d e s ,  ! i  a r e  t h e  f r e q u e n c i e s ,  T  i s  t h e  s a m p l i n g  i n t e r v a l  i n
s e c o n d s ,  a n d  w ( n )  i s  t h e  a d d e d  n o i s e  a s s u m e d  t o  b e  z e r o - m e a n  w h i t e  G a u s s i a n .  F o r
a l l  s t u d i e s ,  t h e  a m p l i t u d e s  w e r e  a s s u m e d  e q u a l  w i t h  a  v a l u e  o f  1 ,  a n d  t h e  s a m p l i n g
i n t e r v a l  w a s  1  s e c o n d .
3 . 3 . 1  F r e q u e n c y  E s t i m a t i o n  i n  t h e  P r e s e n c e  o f  N o i s e
T h e  A R  a l g o r i t h m  w a s  u s e d  t o  e s t i m a t e  t h e  f r e q u e n c y  c o n t e n t  o f  c o m p l e x  s i n u s o i d s
w i t h  a d d e d  n o i s e .  F r e q u e n c y  w a s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  p e a k  l o c a t i o n  o f  t h e  e s t i m a t e d
s i g n a l  s p e c t r u m .  F o r  t h e  s i n g l e  f r e q u e n c y  c a s e ,  t h e  s u m  i n  ( 3 . 4 1 )  r e d u c e s  t o  a  s i n g l e
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-
5
- 5 1 . 0 6
- 5 1 . 7 8
-  5 8 . 1 4 - 5 8 . 1 6
1 0
- 5 6 . 5 6
- 5 8 . 1 0
- 6 3 . 6 6
- 6 3 . 1 6
2 0
- 6 6 . 5 2
- 6 8 . 5 0
- 7 3 . 9 4
- 7 3 . 1 6
3 0
- 7 6 . 3 8
- 7 8 . 5 4
- 8 2 . 8 2
- 8 3 . 1 6
4 0
- 8 6 . 2 0
- 8 8 . 5 6
- 9 0 . 8 6
- 9 3 . 1 6
T a b l e  3 . 1  S N R  ( d B )  v s  1 0 0 0 g l O ( m s e )  f o r  e s t i m a t i o n  o f  f r e q u e n c y  =  2 . 3 / 2 7 r  H z .
t e r m  a n d  t h e  s p e c t r u m  w i l  c o n t a i n  a  s i n g l e  p e a k .  E s t i m a t e s  w e r e  m a d e  f o r  i n c r e a s i n g
n o i s e  l e v e l s  a s  i n d i c a t e d  b y  t h e  s i g n a l  t o  n o i s e  r a t i o  ( S N R ) .  S N R  f o r  t h i s  s t u d y  i s
d e f i n e d  a s  1 O l o g l O  ( C J ;  /  C J ; ) ,  w h e r e  C J ;  a n d  C J ;  a r e  t h e  m e a n - s q u a r e  s i g n a l  p o w e r  a n d
n o i s e  p o w e r ,  r e s p e c t i v e l y .  E s t i m a t e s  w e r e  m a d e  f o r  a  f i x e d  d a t a  l e n g t h  o f  4 0  s a m p l e s
( N  =  4 0 ) ,  a n d  1 0 0  r e a l i z a t i o n s  o f  t h e  a d d i t i v e  n o i s e  w e r e  g e n e r a t e d  t o  d e t e r m i n e
p e r f o r m a n c e  s t a t i s t i c s .  A R  m o d e l  o r d e r  w a s  d e t e r m i n e d  b y  t r i a l  a n d  e r r o r  a t  e a c h
S N R  a s  t h e  m a x i m u m  o r d e r  t h a t  g a v e  o n l y  a  s i n g l e  p e a k  f o r  a l l  r e a l i z a t i o n s  o f  t h e
s i g n a L .  F o r  S N  R  . c  3 0  d B  a  m o d e l  o r d e r  o f  1 3  w a s  u s e d  w h i c h  i s  a p p r o x i m a t e l y  e q u a l
t o  N  / 3 .  T h e  m e a n  s q u a r e d  e r r o r  o f  ( 3 . 5 )  w a s  u s e d  a s  a  b a s i s  f o r  p e r f o r m a n c e  a n d
c o m p a r e d  t o  t h e  C R  b o u n d  g i v e n  b y  ( 3 . 6 )  R e s u l t s  a r e  g i v e n  i n  d B  c a l c u l a t e d  a s
1 0 0 0 g l O ( m s e ) .  T h e  i d e a l  r e s u l t  f o r  a n  u n b i a s e d  e s t i m a t o r  i s  o n e  t h a t  a c h i e v e s  t h e  C R
b o u n d .  I n  a d d i t i o n  t o  t h e  C R  b o u n d ,  t h e  A R  r e s u l t s  a r e  c o m p a r e d  w i t h  t h e  e s t i m a t e s
o f  t h e  M U S I C  ( M u l t i p l e  S i g n a l  C l a s s i f i c a t i o n  M e t h o d )  a n d  E S P R I T  ( E s t i m a t i o n  o f
S i g n a l  P a r a m e t e r s  v i a  R o t a t i o n a l  I n v a r i a n c e  T e c h n i q u e s )  d e t e r m i n e d  b y  R a j a n  ( 6 5 ) ,
w h e r e  h i s  r e s u l t s  h a v e  b e e n  c o n v e r t e d  t o  m a t c h  t h e  s c a l e  d e f i n e d  f o r  t h i s  s t u d y .
F r e q u e n c y  e s t i m a t e s  w e r e  m a d e  f o r  i n d i v i d u a l  f r e q u e n c i e s  1 1  =  2 . 5 / 2 7 r  H z  a n d
h  =  2 . 3 / 2 7 r  H z  f o r  S N R  v a l u e s  f r o m  5  t o  4 0  d B .  T h e  m s e  r e s u l t s  f o r  e s t i m a t i n g  h
a r e  s h o w n  i n  t a b l e  3 . 1 .  B i a s  w a s  c a l c u l a t e d  f o r  e a c h  o f  t h e  t w o  f r e q u e n c i e s  a t  t h e
d i f f e r e n t  S N R  a n d  a r e  s h o w n  i n  t a b l e  3 . 2 .  F r o m  t h e  r e s u l t s  g i v e n  i n  t a b l e s  1  a n d  2
t h e  A R  e s t i m a t o r  s h o w s  t h e  f o l l o w i n g  b e h a v i o r
1 . )  T h e  m e a n - s q u a r e d  e r r o r  i s  b e t t e r  f o r  t h e  A R  e s t i m a t o r  t h e n  e i t h e r  M U S I C  o r
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5
- 2 . 5 6 x l 0 - 4
1 0
7 . 8 8 x l 0  5
2 0
- 7 . 3 8 x l 0 - 5
- 1 . 0 2 x 1 O - 5
3 0
- 4 . 0 6 x l 0 - 6
4 0
- 2 . 3 9 x l 0 - 5
- 3 . 4 7 x l 0 - 5
T a b l e  3 . 2 :  S N R  ( d B )  v s  b i a s  o f  e s t i m a t e s  f o r  f r e q u e n c i e s  f i  =  2 . 5 / 2 7 r  H z  a n d  h  =
2 . 3 / 2 7 r  H z .
E S P R I T  a n d  a p p r o a c h e s  t h e  C R  b o u n d  a t  a l l  S N R  l e v e l s .
2 . )  T h e  b i a s  e r r o r  i s  o f  t h e  s a m e  o r d e r  o r  b e t t e r  t h e n  M U S I C  a n d  E S P R I T  a t  a l l
S N R  l e v e l s .
A l t h o u g h  t h e s e  r e s u l t s  a r e  c o m p a r e d  w i t h  t h e  C R  b o u n d ,  t h e  e s t i m a t i o n  r e s u l t s
a t  e a c h  d i f f e r e n t  S N R  h a d  a  s m a l l  b i a s  w h i c h  v i o l a t e s  t h e  c r i t e r i o n  o f  a n  u n b i a s e d
e s t i m a t o r .  G i v e n  a  l i m i t e d  n u m b e r  o f  r e a l i z a t i o n s ,  t h i s  d i s c r e p a n c y  c a n  c a u s e  t h e
e s t i m a t o r  t o  p e r f o r m  b e t t e r  t h a n  t h e  b o u n d  a s  t h e  r e s u l t s  i n  t a b l e  3 . 1  s u g g e s t  a t
l o w  S N R .  N e v e r t h e l e s s ,  t h e  c o m p a r i s i o n  i s  s t i l  o f  u s e  f o r  e v a l u a t i n g  r e s u l t s  f r o m
d i f f e r e n t  e s t i m a t o r s .  F u r t h e r ,  t h e  b i a s  f o r  S N R  ¿  1 0  d B  w a s  s u f f c i e n t l y  s m a l l  t h a t  m s e
e f f e c t i v e l y  g i v e s  a  m e a s u r e  o f  t h e  v a r i a n c e  o f  t h e  e s t i m a t e s .  T h e  v a r i a n c e  o f  5 . 3 x l 0 - 9
a t  3 0  d B  S N R  a l s o  c o m p a r e s  f a v o r a b l y  t o  t h e  e s t i m a t e  2 . 5 x l 0 - s  a s  d e t e r m i n e d  b y
S a k a i ' s  ( 7 1 )  r e s u l t  w h i c h  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  S N R i i ~ / N .  F i n a l l y ,  i t  s h o u l d  b e  n o t e d ,
i n  o r d e r  t o  m e a s u r e  t h e  s m a l l  v a r i a n c e s  i n  t h e  e s t i m a t e d  f r e q u e n c i e s  a t  h i g h  S N R ,  a
l a r g e  n u m b e r  o f  t e r m s  w a s  u s e d  i n  t h e  s u m m a t i o n  i n t e r v a l  o f  ( 3 . 2 5 )  t o  g i v e  s u f f c i e n t
d i s c r i t i z a t i o n  i n  t h e  f r e q u e n c y  d o m a i n .  F o r  S N R  o f  3 0  d B ,  2 1 S  p o i n t s  w e r e  u s e d  i n
t h e  s u m m a t i o n .
3 . 3 . 2  F r e q u e n c y  R e s o l u t i o n
T h e  n e x t  s t u d y  u s e s  t h e  A R  e s t i m a t o r  t o  i d e n t i f y  t w o  c l o s e l y  s p a c e d  f r e q u e n c i e s
i n  t h e  p r e s e n c e  o f  a d d e d  n o i s e .  T h i s  i s  r e p r e s e n t a t i v e  o f  t h e  c a s e  o f  c l o s e l y  s p a c e d
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2 0
- 5 3 . 7 4
- 6 1 . 1 6
3 0
- 6 3 . 6 6 - 7 0 . 2 8
4 0
-  7 3 . 7 4
- 7 7 . 7 0
5 0
- 8 3 . 7 2 - 7 9 . 4 8
T a b l e  3 . 3 :  S N R  ( d B )  v s  1 0 0 0 g l O ( m s e )  f o r  e s t i m a t i o n  o f  f a  u s i n g  E S P R I T  a n d  A R .
f a  =  0 . 4  H z ,  o  f  =  0 . 0 1 1  H z .
w a v e n u m b e r s  f o r  a  s h a l l o w  w a t e r  w a v e g u i d e .  T h e  s i g n a l  m o d e l  o f  ( 3 . 4 1 )  w a s  u s e d
w i t h  t w o  f r e q u e n c i e s  o f  v a r i o u s  s e p a r a t i o n  f r e q u e n c i e s ,  o f ,  t h a t  r a n g e d  f r o m  0 . 0 0 9  H z
t o  0 . 0 2 7  H z .  U s i n g  e q u a t i o n  ( 3 . 1 ) ,  a t  2 0  d B  S N R ,  a  m i n i m u m  m o d e l  o r d e r  o f  1 3  w o u l d
b e  r e q u i r e d  t o  r e s o l v e  O  f  =  0 . 0 0 9  H z .  T h e  f r e q u e n c i e s  u s e d  t o  g e n e r a t e  t h e  c o m p l e x
s i g n a l  w e r e  f i  =  f a  =  O . 4 H z  a n d  h  =  f a  -  o f  H z .  E a c h  s i g n a l  w a s  c o m p r i s e d  o f  4 0
s a m p l e s  a n d  1 0 0  r e a l i z a t i o n s  w e r e  m a d e  o f  t h e  n o i s e  a t  e a c h  S N R .  M o d e l  o r d e r  w a s
a g a i n  s e l e c t e d  b y  t r i a l  a n d  e r r o r  t o  y i e l d  t w o  s p e c t r a l  p e a k s  f o r  a l l  s i g n a l  r e a l i z a t i o n s
w i t h  a  f i x e d  o r d e r  o f  1 3  f o r  S N R  u n d e r  4 0  d B .  T a b l e  3 . 3  g i v e s  t h e  m s e  e s t i m a t e s
v s  S N R  f o r  e s t i m a t i o n  o f  f a  =  0 . 4  H z  a n d  a  f r e q u e n c y  s e p a r a t i o n  o f  0 . 0 1 1  H z .  I n
t h e s e  c a s e s  w h e r e  b o t h  e s t i m a t o r s  w e r e  a b l e  t o  r e s o l v e  t h e  t w o  f r e q u e n c i e s ,  t h e  r e s u l t s
i n d i c a t e  t h a t  t h e  A R  e s t i m a t o r  p e r f o r m s  b e t t e r  t h a n  E S P R I T  a t  a l l  S N R  f o r  r e s o l v i n g
c l o s e l y  s p a c e d  f r e q u e n c i e s .  S i m i l a r  r e s u l t s  w e r e  o b s e r v e d  f o r  t h e  o t h e r  e s t i m a t e s  o f
c l o s e l y  s p a c e d  f r e q u e n c i e s .
3 . 3 . 3  S i z e  o f  D a t a  V e c t o r  a n d  M o d e l  O r d e r  S e l e c t i o n
I n  t h e  p r e v i o u s  s t u d i e s ,  A R  m o d e l  o r d e r  w a s  s e l e c t e d  b y  t r i a l  a n d  e r r o r  b a s e d  o n
t h e  n u m b e r  o f  k n o w n  s i n u s o i d s  i n  t h e  s i g n a L .  H o w e v e r ,  t h e  r e s o l u t i o n  a n d  v a r i a n c e
o f  t h e  e s t i m a t o r  w e r e  s h o w n  b y  M a r p l e  ( 4 9 J  a n d  S a k a i  ( 7 1 )  t o  b e  a  f u n c t i o n  o f  t o t a l
d a t a  l e n g t h ,  m o d e l  o r d e r ,  a n d  S N R .  F u r t h e r ,  a l t h o u g h  t h e  a l l  p o l e  m o d e l  o f  t h e  A R
e s t i m a t o r  s u g g e s t  t h a t  m o d e l  o r d e r  b e  s e l e c t e d  e q u a l  t o  t h e  n u m b e r  o f  s i n u s o i d s  i n
t h e  s i g n a l ,  t h e  p r e s e n c e  o f  n o i s e  r e q u i r e s  a  h i g h e r  m o d e l  o r d e r  t o  b e s t  f i t  t h e  m o d e l  t o
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%  c o r r e c t %  c o r r e c t
~
4 0
2 0
6 0 2 1
5 5
8 0 8 8
8 1
1 0 0
9 9
9 8
T a b l e  3 . 4 :  P r o b a b i l i t y  o f  s u c c e s s  f o r  e s t i m a t i o n  o f  f  =  0 . 4  H z  w i t h  S N R  =  1 0  d B ,
m o d e l  o r d e r  p  =  2 0 ,  a n d  i n c r e a s i n g  d a t a  l e n g t h .  P e r c e n t  c o r r e c t  f o r  e s t i m a t i n g  ( £ 1  : i
0 . 0 0 1 )  H z .
t h e  d a t a .  A s  n o i s e  i n c r e a s e s ,  t h e  n u m b e r  o f  m o d e l  p a r a m e t e r s  r e q u i r e d  t o  b e s t  f i t  t h e
d a t a  a l s o  i n c r e a s e s .  I n  t h i s  s e c t i o n ,  t h e  e f f e c t  o f  d a t a  l e n g t h  i s  e x a m i n e d  a s  i t  e f f e c t s
r e s o l u t i o n  i n  r e s o l v i n g  s i g n a l s  c o m p r i s e d  o f  c l o s e l y  s p a c e d  s i n u s o i d s .  A n  a d d i t i o n a l
s t u d y  i s  t h e n  r u n  t o  e x a m i n e  t h e  e f f e c t  o f  m o d e l  o r d e r  s e l e c t i o n  o n  r e s o l u t i o n  a n d
v a r i a n c e  a n d  t h e  p r e s e n c e  o f  s p u r i o u s  p e a k s  i n  t h e  s p e c t r a l  e s t i m a t e s .
T h e  f i r s t  o f  t h e s e  t e s t s  w a s  c o n d u c t e d  t o  i d e n t i f y  t w o  f r e q u e n c i e s ,  1 1  =  0 . 4  H z  a n d
h  =  0 . 3 9  H z ,  w i t h  S N R  =  1 0  d B  f o r  v a r i o u s  d a t a  l e n g t h s .  D a t a  l e n g t h  w a s  i n c r e a s e d
f r o m  4 0  p o i n t s  t o  1 0 0  p o i n t s ,  a n d  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  s u c c e s s  i n  i d e n t i f y i n g  1 1  : f  0 . 0 0 1
H z  w a s  d e t e r m i n e d  f o r  1 0 0  r e a l i z a t i o n s  o f  t h e  n o i s y  s i g n a L .  F o r  S N  R  =  1 0  d B  a n d
N  =  4 0 ,  a  m o d e l  o r d e r  o f  2 0  w a s  n e c e s s a r y  t o  t h e o r e t i c a l l y  r e s o l v e  t h e  t w o  f r e q e n c i e s .
T h i s  w a s  u s e d  f o r  a l l  d a t a  l e n g t h s  i n  t h e  s t u d y .  T h e  r e s u l t s  a r e  s h o w n  i n  t a b l e  3 . 4  a n d
c o m p a r e  r e a s o n a b l y  w e l l  w i t h  t h e  E S P R I T  r e s u l t s  o f  R a j a n  a n d  B h a t t a  ( 6 5 ) .  O v e r a l l ,
t h e  A R  e s t i m a t o r  p e r f o r m s  b e t t e r  t h e n  M U S I C  a n d  E S P R I T  f o r  s h o r t  d a t a  l e n g t h s
o f  4 0  a n d  6 0 ,  a n d  o n  p a r  w i t h  t h e m  f o r  l o n g e r  d a t a  l e n g t h s .
A  s i m i l a r  s t u d y  w a s  c o n d u c t e d  t o  e x a m i n e  t h e  e f f e c t  o f  m o d e l  o r d e r  s e l e c t i o n  o n
f r e q u e n c y  e s t i m a t e s .  T h e  s i g n a l  w a s  c o m p r i s e d  o f  4 0  s a m p l e s  w i t h  t w o  s i n u s i o d s  a t
1 1  =  O . 4 H  z  a n d  h  =  0 . 3 5 H  z  w i t h  a n  S N R  o f  2 0  d B .  O f  p a r t i c u l a r  i n t e r e s t  i s  t h e  e f f e c t
o f  r e s o l u t i o n  o n  m o d e l  o r d e r ,  a n d  a l s o  t h e  p r e s e n c e  o f  s p u r i o u s  p e a k s  i n  t h e  s p e c t r u m
f o r  h i g h  m o d e l  o r d e r s .  T h e  e f f e c t  o f  m o d e l  o r d e r  s e l e c t i o n  o n  t h e  s p e c t r a l  e s t i m a t e s  i s
c l e a r l y  s h o w n  i n  f i g u r e s  3 - 4  a n d  3 - 5 .  I n  e a c h  o f  t h e  f i g u r e s ,  t h e  l e f t  c o l u m n  s h o w s  t h e
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F i g u r e  3 - 4 :  S p e c t r a l  e s t i m a t e s  f o r  1 0 0  r e a l i z a t i o n s  o f  s i g n a l  w i t h  2  s i n u s o i d s  i n  n o i s e .
S N R  =  2 0  d B ,  f i  =  O . 4 H  Z ,  f 2  =  0 . 3 5 H  z .  A R  m o d e l  o r d e r  i s  i n d i c a t e d  a t  t o p  o f  e a c h
p l o t .
r e s u l t s  o f  e a c h  s p e c t r u m  f o r  t h e  1 0 0  s i g n a l  r e a l i z a t i o n s  p l o t t e d  o n  t o p  o n  o n e  a n o t h e r .
T h e  r i g h t  c o l u m n  s h o w s  t h e  s p e c t r a  f o r  a l l  r e a l i z a t i o n s  l i n e d  u p  n e x t  t o  o n e  a n o t h e r
w i t h  a n y  p e a k s  g r e a t e r  t h a n  6 0  d B  d o w n  i n d i c a t e d  i n  w h i t e .  T h i s  d i s p l a y  g i v e s  a n
i n d i c a t i o n  o f  b o t h  p e a k  w i d t h  a n d  l o c a t i o n .  I t  a l s o  i l u s t r a t e s  t h e  s t a b i l i t y  o f  t h e  p e a k
l o c a t i o n s  f o r  t h e  t w o  e x c i t e d  f r e q u e n c i e s  f o r  a l l  r e a l i z a t i o n s .  T h i s  t y p e  o f  b e h a v i o r
i s  t y p i c a l  o f  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  f o r  r a n g e - i n d e p e n d e n t  s h a l l o w  w a t e r  w a v e g u i d e s
a n d  i s  u s e d  t o  i d e n t i f y  t h e  p r o m i n a n t  p r o p a g a t i n g  m o d e s  u s i n g  t h e  s l i d i n g  w i n d o w
t r a n s f o r m  m e t h o d .  F r o m  t h e  p l o t s ,  i t  i s  c l e a r  t h a t  a s  m o d e l  o r d e r  i n c r e a s e s ,  t h e
p e a k  w i d t h s  d e c r e a s e .  H o w e v e r ,  a s  m o d e l  o r d e r  i n c r e a s e s  p a s t  N / 3 ,  s p u r i o u s  p e a k s
c a n  b e  i n t r o d u c e d  i n t o  t h e  s p e c t r a .  T h e  p r e s e n c e  o f  e x t r a  p e a k s  c a u s e s  a m b i g u i t y
i n  t h e  s e l e c t i o n  o f  t h e  p e a k s  w h i c h  r e p r e s e n t  t h e  t r u e  s i g n a L .  M o d e l  o r d e r  s e l e c t i o n
f o r  A R  s p e c t r a l  e s t i m a t e s  w i t h  n o  a  p r i o r i  k n o w l e d g e  m u s t  s t r i k e  a  b a l a n c e  b e t w e e n
r e s o l u t i o n  a n d  t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  s p u r i o u s  p e a k s .
M a r p l e  ( 4 9 J  r e v i e w s  s e v e r a l  m e t h o d s  a n d  c r i t e r i a  p u t  f o r t h  f o r  d e t e r m i n i n g  m o d e l
o r d e r  s e l e c t i o n ,  i n c l u d i n g  t h e  f i n a l  p r e d i c i o n  e r r o r  ( F P E )  ( 1  J  a n d  A k a i k e  i n f o r m a t i o n
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F i g u r e  3 - 5 :  S p e c t r a l  e s t i m a t e s  f o r  1 0 0  r e a l i z a t i o n s  o f  s i g n a l  w i t h  2  s i n u s o i d s  i n  n o i s e .
S N R  =  2 0  d B ,  f i  =  O . 4 H  z ,  h  =  0 . 3 5 H  z .  A R  m o d e l  o r d e r  i s  i n d i c a t e d  a t  t o p  o f  e a c h
p l o t .
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c r i t e r i o n  ( A I C )  o f  A k a i k e  ( 2 J ,  w h e r e  G a u s s i a n  n o i s e  s t a t i s t i c s  a r e  a s s u m e d .  E a c h  o f
t h e s e  c r i t e r i a  s e e k  a  m i n i m u m  v a l u e  i n  t h e  p r e d i c t i o n  e r r o r  v a r i a n c e  w i t h  a  p e n a l t y
a p p l i e d  f o r  i n c r e a s e d  m o d e l  o r d e r  p  a f t e r  t h e  m i n i m u m  i s  r e a c h e d .  M a r p l e  a l s o  d e -
s c r i b e s  t h e  m i n i m u m  d e s c r i p t i o n  l e n g t h  ( M D L )  a n d  c r i t e r i o n  a u t O r e g r e s s i v e  t r a n s f e r
( C A T )  f u n c t i o n .  A f t e r  e x a m i n i n g  a l l  t h e s e  c r i t e r i a ,  M a r p l e  s t a t e s  t h a t  t h e  r e s u l t s
o f  a p p l y i n g  e a c h  t o  r e a l  d a t a  a r e  i n c o n s i s t e n t .  V a r i o u s  e m p i r i c a l  s t u d i e s  a r e  t h e n
p r e s e n t e d  w h i c h  s u g g e s t s  t h a t  f o r  n o i s y  d a t a  a  m o d e l  o r d e r  o f  N  / 3  t o  N  / 2  y i e l d  g o o d
r e s u l t s  o n  s h o r t  d a t a  s e g m e n t s .  T h i s  h y p o t h e s i s  i s  t e s t e d  u s i n g  t h e  A R  e s t i m a t o r  u s e d
f o r  t h i s  w o r k .  F o r  t h i s  s t u d y  4 0  d a t a  p o i n t s  w e r e  u s e d  w i t h  a n  S N R  o f  2 0  d B  f o r  t h e
s a m e  f r e q u e n c i e s  u s e d  i n  t h e  p r e v i o u s  c a s e ,  f i  =  0 . 4  H z  a n d  h  =  0 . 3 9  H z .  S u c c e s s
r a t e s  w e r e  c a l c u l a t e d  f o r  1 0 0  r e a l i z a t i o n s  o f  t h e  n o i s e  f o r  m o d e l  o r d e r  o f  b e t w e e n  2
a n d  2 5 ,  w i t h  m o d e l  o r d e r  p  =  1 3  a p p r o x i m a t e l y  N  / 3 .  T h e  r e s u l t s  s h o w n  i n  t a b l e  3 . 5
c o n f i r m  t h e  e m p i r i c a l  r e s u l t s  c i t e d  b y  M a r p l e  a s  w e l l  a s  t h o s e  s h o w n  i n  f i g u r e s  3 - 4  a n d
3 - 5 .  S u c c e s s  r a t e s  a r e  m a x i m i z e d  f o r  a  m o d e l  o r d e r  p  =  1 3 .  R e s u l t s  m a r k e d  b y  a n
X ,  i n d i c a t e  t h a t  n o  p e a k s  w e r e  o b s e r v e d  i n  t h a t  b i n  f o r  a n y  r e a l i z a t i o n s .  I t  w a s  o b -
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T a b l e  3 . 5 :  P r o b a b i l t y  o f  s u c c e s s  f o r  e s t i m a t i o n  o f  f  =  0 . 4  H z  w i t h  S N R  =  1 0  d B  a n d
i n c r e a s i n g  m o d e l  o r d e r
s e r v e d  t h a t  a s  m o d e l  o r d e r  w a s  i n c r e a s e d  b e y o n d  N  / 3 ,  s p u r i o u s  p e a k s  c o n t a m i n a t e d
t h e  s p e c t r a .  H o w e v e r ,  f o r  t h e  c a s e  o f  p  =  2 0 ,  w h e r e  t w o  v a l u e s  a r e  l i s t e d ,  a  s m a l l
n u m b e r  o f  o u t l i e r s  w e r e  r e m o v e d  u s i n g  a  p r i o r i  i n f o r m a t i o n  a n d  s u c c e s s  r a t e s  w e r e
i m p r o v e d .  H o w e v e r ,  o u t l i e r  r e m o v a l  r e q u i r e s  i n f o r m a t i o n  t h a t  m a y  n o t  b e  a v a i l a b l e
s o  i s  n o t  g e n e r a l l y  a  v i a b l e  a p p r o a c h  t o  i m p r o v i n g  o n  e s t i m a t e s .
A  f i n a l  c o m m e n t  a b o u t  m o d e l  o r d e r  s e l e c t i o n  i s  i n  r e g a r d  t o  t h e  t r u e  n a t u r e  o f
t h e  p r o c e s s  b e i n g  m o d e l l e d  b y  t h e  A R  p a r a m e t e r s .  F o r  a  t r u e  A R  m o d e l ,  t h e r e  e x i s t s
a  g i v e n  m o d e l  o r d e r  p  f o r  w h i c h  t h e  p r e d i c t i o n  e r r o r  v a r i a n c e  e s t i m a t e  i s  m i n i m i z e d .
F o r  m o d e l  o r d e r s  g r e a t e r  t h e n  p ,  t h e  p r e d i c t i o n  e r r o r  v a r i a n c e  i s  f l a t  a n d  a n d  g i v e s
a  m e t h o d  f o r  s e l e c t i n g  t h e  e x a c t  o r d e r  o f  t h e  A R  p r o c e s s .  H o w e v e r ,  f o r  a  n o n - A R
p r o c e s s ,  p r e d i c t i o n  e r r o r  v a r i a n c e  i s  a  m o n o n t o n i c a l l y  d e c r e a s i n g  f u n c t i o n  o f  p  a n d  n o
m i n i m u m  w i l  b e  r e a c h e d .  T h i s  c o n t r i b u t e s  t o  t h e  p r o b l e m  o f  s e l e c t i n g  a  m o d e l  o r d e r
a  p r i o r i  f o r  a  n o n - A R  p r o c e s s .
3 . 3 . 4  A p p l i c a t i o n  o f  A R  e s t i m a t o r  t o  a c o u s t i c  d a t a
I t  i s  n o w  o f  i n t e r e s t  t o  u s e  t h e  A R  s p e c t r a l  e s t i m a t o r  t o  d e t e r m i n e  t h e  h o r i z o n t a l
w a v e n u m b e r s  f o r  t h e  n o r m a l  m o d e s  p r o p a g a t i n g  i n  a  s h a l l o w - w a t e r  w a v e g u i d e .  C o r -
r e c t i n g  f o r  g e o m e t r i c  s p r e a d i n g  a n d  a d d i n g  a  n o i s e  t e r m ,  t h e  s i g n a l  t o  b e  a n a l y z e d
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T a b l e  3 . 6 :  P e k e r i s  o c e a n  m o d e L .  F r e q u e n c y  =  1 0 0  H z ,  s o u r c e  d e p t h  =  2 0 . 5  m  a n d
r e c e i v e r  d e p t h  =  1 5 . 5  m .
I  M o d e  N o .  I  k n  ( l / m )  I  W  s  L  W r  _ J
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T a b l e  3 . 7 :  M o d a l  e i g e n v a l u e s  a n d  c o r r e s p o n d i n g  a m p l i t u d e s  a t  s o u r c e  a n d  r e c e i v e r
f o r  P e k e r i s  o c e a n  m o d e L .
c a n  b e  r e p r e s e n t e d  i n  t e r m s  o f  t h e  a c o u s t i c  p r e s s u r e ,  P ( n t l r ) ,  b y  ( 6 5 )
L
y ( n J  =  v n t l r P ( n t l r )  +  w ( n t l r J  =  L A i w i  +  w ( n t l r ) ,
1 = 1
( 3 . 4 2 )
w h e r e  t h e  r a n g e  i n t e r v a l  i s  s a m p l e d  b y  - t l r ,  a n d  W i  =  e i k ¡ n 6 . r ,  i s  t h e  m o d e  f u n c t i o n  w i t h
h o r i z o n t a l  w a v e n u m b e r  k i  a n d  a m p l i t u d e  A i .  T h e  o b j e c t i v e  i s  t o  e s t i m a t e  t h e  k i  f r o m
t h e  d a t a  m e a s u r e d  a l o n g  r .  T o  g e n e r a t e  d a t a ,  K R A K E N  ( 5 9 ) ,  a  n o r m a l - m o d e  a c o u s t i c
p r o p a g a t i o n  c o d e ,  w a s  u s e d .  T h e  o u t p u t  o f  K R A K E N  g i v e s  c o m p l e x  p r e s s u r e  f i e l d s
a s  a  f u n c t i o n  o f  r a n g e  a s  w e l l  a s  e i g e n v a l u e  i n f o r m a t i o n  f o r  t h e  i n p u t  e n v i r o n m e n t
a n d  s o u r c e  f r e q u e n c y .  T h e  e n v i r o n m e n t  m o d e l  u s e d  w a s  a  P e k e r i s  o c e a n  m o d e l  w i t h
p a r a m e t e r s  l i s t e d  i n  t a b l e  3 . 6 .  T h e  s o u r c e  f r e q u e n c y  w a s  1 0 0  H z ,  w i t h  s o u r c e  a n d
r e c e i v e r  a t  d e p t h s  o f  2 0 . 5  m  a n d  1 5 . 5  m ,  r e s p e c t i v e l y .  T h e  f i e l d  w a s  s a m p l e d  o n  a I m
r a n g e  g r i d .  M o d e  n u m b e r s  a n d  m o d a l  a m p l i t u d e s  a t  t h e  s o u r c e  a n d  t h e  r e c e i v e r  a r e
l i s t e d  i n  t a b l e  3 . 7  T h e  K R A K E N  r e s u l t s  s h o w  t h a t  m o d e  3  i s  o n l y  w e a k l y  e x c i t e d
a t  t h e  s o u r c e  d e p t h  a n d  w i l  b e  d i f f c u l t  t o  e s t i m a t e .  F o r  t h e  g i v e n  f i e l d ,  w a v e n u m b e r
e s t i m a t e s  a r e  m a d e  a n d  m s e  c a l c u l a t e d  f o r  v a r i o u s  a p e r t u r e  l e n g t h s  a n d  S N R  l e v e l s .
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T a b l e  3 . 8 :  S N R  ( d B )  v s  1 0 0 0 g i o ( m s e )  o f  e i g e n v a l u e s  f o r  d i f f e r e n t  d a t a  a p e r t u r e
l e n g t h s .
A R  m o d e l  o r d e r  w a s  s e l e c t e d  a s  N  / 3  a s  d e t e r m i n e d  b y  t o t a l  a p e r t u r e  l e n g t h .  T a b l e
3 . 8  s h o w s  t h e  r e s u l t s  o f  t h e s e  c a l c u l a t i o n s .  T h e  r e s u l t s ,  a s  i n d i c a t e d  b y  s m a l l  m s e ,
s h o w  t h a t  t h e  s t r o n g  m o d e s  a r e  d e t e c t e d  f o r  a l l  a p e r t u r e  l e n g t h s  a n d  S N R  l e v e l s .  T h e
w e a k  t h i r d  m o d e  i s  i d e n t i f i e d  w i t h  c o n f i d e n c e  o n l y  f o r  h i g h  S N R  a n d  l o n g  a p e r t u r e .
C o n s i s t e n t  w i t h  t h e  p r e v i o u s  s t u d y  o f  t i m e  s e r i e s  d a t a ,  t h e  A R  e s t i m a t o r  p e r f o r m s  a s
w e l l  a s  o r  s l i g h t l y  b e t t e r  t h a n  t h e  o t h e r  h i g h - r e s o l u t i o n  m e t h o d s .
3 . 4  W a v e n u m b e r  E s t i m a t e s  f o r  R a n g e - D e p e n d e n t
S y n t h e t i c  A c o u s t i c  D a t a
R a j a n  a n d  B h a t t a  ( 6 5 )  a l s o  s t u d i e d  w a v e n u m b e r  e s t i m a t i o n  u s i n g  h i g h - r e s o l u t i o n  e s t i -
m a t o r s  f o r  r a n g e - d e p e n d e n t  a c o u s t i c  e n v i r o n m e n t s .  T h e i r  m e t h o d  e x a m i n e d  w a v e n u m -
b e r  e s t i m a t e s  r e s u l t i n g  f r o m  s h o r t  a p e r t u r e  t r a n s f o r m s  u s i n g  d a t a  f r o m  a  m o d e l  t h a t
i n c l u d e d  b a t h y m e t r y  w i t h  a  c o n s t a n t  s l o p e  i n  r a n g e .  T h e  b a t h y m e t r i c  s l o p e  w a s  1 . 6 7
m / k m  ,  w h i c h  e q u a t e s  t o  a n  a n g l e  o f  0 . 9 5 5 ° .  I n  g e n e r a l ,  t h e i r  w a v e n u m b e r  e s t i m a -
t o r s  y i e l d e d  w a v e n u m b e r  v a l u e s  t h a t  w e r e  b e t w e e n  t h o s e  e x p e c t e d  f o r  t h e  d e e p e s t
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a n d  s h a l l o w e s t  p o r t i o n  o f  t h e  a p e r t u r e .  T h e y  c o n c l u d e d  t h a t  e r r o r s  a s s o c i a t e d  w i t h
w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  u n d e r  t h e  a s s u m p t i o n  o f  l o c a l l y  r a n g e - i n d e p e n d e n t  s e g m e n t s
a r e  s m a l l .  F u r t h e r ,  g i v e n  t h e  p r e v i o u s  s t u d i e s ,  t h e  e r r o r s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h i s  s l i g h t
r a n g e  d e p e n d e n c e  w o u l d  b e  i n d i s t i n g u i s h a b l e  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  n o i s e .  T h e  b e h a v i o r
d e s c r i b e d  b y  R a j a n  a n d  B h a t t a  w a s  o b s e r v e d  f o r  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  m a d e  o n
a n  i n d e p e n d e n t  d a t a  s e t  p r o v i d e d  a s  p a r t  o f  a  r e c e n t  i n v e r s i o n  t e c h n i q u e s  w o r k s h o p
( I T W )  ( 4 0 ) .
3 . 4 . 1  I n v e r s i o n  T e c h n i q u e s  W o r k s h o p
T h e  I T W  w a s  c o n d u c t e d  i n  o r d e r  t o  e v a l u a t e  t h e  c u r r e n t  s t a t e  o f  t h e  a r t  i n  g e o a c o u s -
t i c  i n v e r s i o n  a l g o r i t h m s  f o r  a p p l i c a t i o n  i n  r a n g e - d e p e n d e n t  s h a l l o w - w a t e r  w a v e g u i d e s .
S y n t h e t i c  a c o u s t i c  p r e s s u r e  f i e l d  d a t a  w e r e  g e n e r a t e d  f o r  s e v e r a l  t e s t  c a s e  e n v i r o n -
m e n t s  a n d  g i v e n  t o  p a r t i c i p a n t s  f o r  a n a l y s i s .  T h e  d a t a  w e r e  p r o v i d e d  a t  a  n u m b e r  o f
d i s c r e t e  f r e q u e n c i e s  o n  b o t h  h o r i z o n t a l  a n d  v e r t i c a l  a r r a y s .  P r o p e r t i e s  o f  t h e  w a t e r
c o l u m n  w e r e  g i v e n ,  a s  w e r e  s o u r c e  a n d  r e c e i v e r  d e p t h s .  B a t h y m e t r y  w a s  a s s u m e d
k n o w n  t o  w i t h i n  a  m e t e r .  N o  i n f o r m a t i o n  w a s  g i v e n  r e g a r d i n g  t h e  s e d i m e n t  p r o p e r -
t i e s ,  a n d  p a r t i c i p a n t s  w e r e  a s k e d  t o  i n v e r t  f o r  c o m p r e s s i o n a l  w a v e  s p e e d ,  a t t e n u a t i o n ,
a n d  d e n s i t y  i n  t h e  b o t t o m .  A  t o t a l  o f  f o u r  d i f f e r e n t  s y n t h e t i c  t e s t s  c a s e s  ( T C O -  T C 3 )
w e r e  g i v e n  f o r  a n a l y s i s .  T C O  w a s  a  c a l i b r a t i o n  c a s e ,  s h o w n  i n  f i g u r e  3 - 6 ,  a n d  w a s
c h a r a c t e r i z e d  b y  a  c o n s t a n t  b a t h y m e t r i c  s l o p e  w h e r e  t h e  s t r a t i g r a p h y  i n  t h e  b o t t o m
f o l l o w e d  t h e  b a t h y m e t r y .  T h e  i n p u t  m o d e l  f o r  T C O  w a s  g i v e n  s o  t h a t  p a r t i c i p a n t s
c o u l d  c a l i b r a t e  t h e i r  f o r w a r d  p r o p a g a t i o n  m o d e l s  t o  t h e  g i v e n  s y n t h e t i c  d a t a .  T C O
w a s  u s e d  i n  t h i s  w o r k  t o  e x a m i n e  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  o f  t h e  A R  w a v e n u m b e r  e s t i m a t o r
f o r  a  r a n g e - d e p e n d e n t  p r o b l e m .  B e c a u s e  t h e  m o d e l  w a s  g i v e n ,  K R A K E N  c o u l d  b e
u s e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  r a n g e - d e p e n d e n c e  o f  t h e  e i g e n v a l u e s .  S l i d i n g  w i n d o w  A R  e s t i -
m a t e s  c o u l d  b e  m a d e  a n d  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  c o m p a r e d  t o  t h e  e x p e c t e d  v a l u e s  a t
a  g i v e n  r a n g e  s t e p .  T h e  s l i d i n g  w i n d o w  e s t i m a t o r  r e s u l t s  a r e  p l o t t e d  i n  f i g u r e  3 - 7  f o r
a  1 0 0 0  m  a p e r t u r e  w i t h  a  s t e p  l e n g t h  o f  5 0  m  T h e  d a t a  w a s  p r o v i d e d  o n  a  5  m e t e r
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F i g u r e  3 - 6 :  E n v i r o n m e n t  m o d e l  f o r  I n v e r s i o n  W o r k s h o p  T C O .
r a n g e  g r i d  r e s u l t i n g  i n  a n  N  / 3  m o d e l  o r d e r  s e l e c t i o n  o f  6 6  f o r  a  1 0 0 0  m  a p e r t u r e .  T h e
e s t i m a t e s  f o r  t h e  5 0  H z  d a t a  a n d  t h e  t r u e  v a l u e s  a r e  s h o w n  i n  f i g u r e  3 - 8 .  T h e  t r u e
v a l u e s  a r e  b o u n d e d  b y  t h e  v a l u e s  d e t e r m i n e d  f o r  t h e  e n d p o i n t s  o f  t h e  1 0 0 0  m  a p e r t u r e
a n d  r e p r e s e n t  t h e  m i n i m u m  a n d  m a x i m u m  v a l u e s  w i t h i n  t h e  a p e r t u r e .  S i m i l a r  t o  t h e
R a j a n  s t u d y ,  t h e  A R  e s t i m a t e d  w a v e n u m b e r s  f a l l  b e t w e e n  t h e  m i n i m u m  a n d  m a x i -
m u m  v a l u e s  f o r  m o s t  r a n g e  i n t e r v a l s .  A n d ,  a l t h o u g h  t h e  r e s u l t i n g  w a v e n u m b e r  v a l u e s
d i d  n o t  d e p a r t  v e r y  m u c h  f r o m  e x p e c t e d  v a l u e s ,  t h e  i n c o n s i s t e n t  p r e d i c t i o n  b e h a v i o r ,
s h o w n  a s  o s c i l a t i o n s  a b o u t  t h e  t r u e  v a l u e s ,  i s  u n d e s i r a b l e .  O n e  c a n  c o n c l u d e  f r o m  t h i s
s t u d y  t h a t  t h e  l o c a l l y  r a n g e - i n d e p e n d e n t  a s s u m p t i o n  c a n n o t  b e  a p p l i e d  f o r  c o n s t a n t
s l o p e s  i n  b a t h y m e t r y  o f  e v e n  1  d e g r e e ,  a n d  t h a t  b a t h y m e t r y  m u s t  b e  a c c o u n t e d  f o r
i n  t h e  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s .  H a r r i s o n  a n d  S i d e r i u s  ( 3 7 )  s u g g e s t  a  m e t h o d  f o r  u s i n g
r a n g e - i n d e p e n d e n t  m o d e l s  t o  c a l c u l a t e  r a n g e - d e p e n d e n t  e f f e c t s  t h r o u g h  t h e  u s e  o f  a n
e f f e c t i v e  g e o m e t r y .  I n  t h e i r  w o r k ,  a n  e n v i r o n m e n t  s i m i l a r  t o  T C O  i s  c o n s i d e r e d  a n d
s o m e  o f  t h e i r  i d e a s  m a y  b e  a p p l i c a b l e  t o  d e t e r m i n i n g  w a v e n u m b e r s  f o r  t h e  c o n t i n u -
o u s l y  v a r y i n g  w a v e g u i d e .  T h e i r  i d e a s  a r e  s i m i l a r  i n  n a t u r e  t o  t h o s e  o f  F e r n a n d e z  ( 2 4 ) ,
w h e r e  h o r i z o n t a l  w a v e n u m b e r  a n a l y s i s  i s  i n v e s t i g a t e d  f o r  r a n g e - d e p e n d e n t  e n v i r o n -
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F i g u r e  3 - 7 '  S l i d i n g  W i n d o w  s p e c t r a l  e s t i m a t e s  f o r  5 0  H z  T C O .  T r i a n g l e s  a r e  t h e
r a n g e - d e p e n d e n t  h o r i z o n t a l  w a v e n u m b e r s  d e t e r m i n e d  u s i n g  K R A K E N  p l o t t e d  o v e r
t h e  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s .
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F i g u r e  3 - 8 :  W a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  f o r  T C O  ( d o t s )  p l o t t e d  w i t h  v a l u e s  f o r  t h e  s t a r t i n g
r a n g e ,  c e n t e r  r a n g e ,  a n d  e n d  r a n g e  o f  t h e  t r a n s f o r m  a p e r t u r e .
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F i g u r e  3 - 9 :  S h e l f b r e a k  e n v i r o n m e n t a l  m o d e l  f o r  I n v e r s i o n  W o r k s h o p  T C 2 .
m e n t s  b y  m i g r a t i n g  t h e  m e a s u r e d  f i e l d  t o  a n  e f f e c t i v e  r a n g e  g r i d  t o  a p p r o x i m a t e  a
r a n g e - i n d e p e n d e n t  e n v i r o n m e n t .  A n o t h e r  a r e a  o f  i n v e s t i g a t i o n  f o r  w a v e n u m b e r  a n a l -
y s i s  i n  r a n g e - d e p e n d e n t  e n v i r o n m e n t s  w o u l d  b e  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t i m e - v a r y i n g  a u -
t o r e g r e s s i v e  e s t i m a t o r s  ( T V A R )  ( 4 3 )  ( 8 2 ) .  T h e  T V A R  m o d e l  a l l o w s  f o r  t i m e - v a r i a t i o n
i n  t h e  A R  m o d e l  c o e f f c i e n t s  f o r  n o n - s t a t i o n a r y  t i m e  s e r i e s  d a t a  t h a t  c a n  i n c l u d e  b o t h
t r e n d s  a n d  d i s c r e t e  c h a n g e s  i n  t h e  s i g n a L .  H o w e v e r ,  a s  t h e  A R  e s t i m a t o r  d i s c u s s e d
h e r e  d o e s  n o t  p e r f o r m  w e l l  f o r  t h e  c o n t i n u o u s l y  v a r y i n g  e n v i r o n m e n t ,  T C O  a n d  T C I
( b o t h  c o n s t a n t  s l o p e )  w e r e  n o t  a n a l y z e d  f o r  t h e  w o r k s h o p .  I n s t e a d ,  e m p h a s i s  w a s
p l a c e d  o n  e x a m i n i n g  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  f o r  r a n g e - d e p e n d e n t  c a s e s  w h e r e  b a t h y -
m e t r i c  e f f e c t s  a r e  m i n i m i z e d ,  t h i s  i n c l u d e s  r e g i o n s  o f  s l i g h t l y  u n d u l a t i n g  b a t h y m e t r y ,
a n d  r e g i o n s  o f  c o n s t a n t  l o c a l  b a t h y m e t r y  A n  e x a m p l e  o f  t h e  l a t e r  i s  T C 2 ,  s h o w n  i n
f i g u r e  3 - 9 ,  w h e r e  a  f l a t  b o t t o m  o c c u r s  a f t e r  a  s h e l f - b r e a k .  T h e  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s
a t  5 0  H z  f o r  T C 2  a r e  s h o w n  i n  f i g u r e  3 - 1 0  a n d  a p p e a r  t o  b e  r a n g e - i n d e p e n d e n t  f o r
r a n g e s  a f t e r  t h e  b r e a k .  W o r k s h o p  o r g a n i z e r s  c o n f i r m e d  t h i s  t o  b e  t r u e .  I n  t h i s  c a s e ,
t h e  d a t a  a g a i n  w a s  s a m p l e d  o n  a  5  m e t e r  g r i d ,  a n d  a  1 0 0 0  m  s l i d i n g  w i n d o w  e s t i m a t o r
w a s  u s e d  w i t h  a  s t e p  s i z e  o f  5 0  m  a n d  a  m o d e l  o r d e r  o f  2 0 .  T h e  l o w  m o d e l  o r d e r
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w a s  u s e d  b e c a u s e  t h e  d a t a  i s  n o i s e  f r e e  a n d  a p p r o x i m a t e s  a  s u m  o f  p u r e  s i n u s o i d s
a f t e r  t h e  s h e l f  b r e a k  c a u s i n g  t h e  L e v i n s o n - D u r b i n  a l g o r i t h m  t o  t e r m i n a t e  a t  a  l o w
m o d e l  
o r d e r .  T h e  e f f e c t  o f  t h e  l o w  m o d e l  o r d e r  i n  t h e  r a n g e - d e p e n d e n t  r e g i o n  i s  l o w
r e s o l u t i o n  a s  s h o w n  i n  t h e  f i g u r e .  H o w e v e r ,  i f  m o d e l  o r d e r  i s  s e l e c t e d  h i g h  e n o u g h
i n  t h e  r a n g e - d e p e n d e n t  r e g i o n ,  r e s u l t s  s i m i l a r  t o  t h o s e  o f  T C O  c o u l d  b e  e x p e c t e d .
B y  u s i n g  a n  a l g o r i t h m  w i t h  a n  a d a p t i v e  m o d e l  o r d e r  s e l e c t o r  a s  t h e  w i n d o w  s t e p p e d
t h r o u g h  r a n g e ,  b e t t e r  r e s o l u t i o n  o f  t h e  m o d e s  i n  t h e  r a n g e - d e p e n d e n t  r e g i o n  c o u l d  b e
o b t a i n e d  a s  s h o w n  i n  f i g u r e  3 - 1 1 .  F o r  t h i s  r e s u l t ,  m o d e l  o r d e r  w a s  l i n e a r l y  d e c r e a s e d
f r o m  p  =  6 6  t o  p  =  2 0  a s  t h e  w i n d o w  b e g a n  t o  o v e r l a p  t h e  r a n g e - i n d e p e n d e n t  r e g i o n .
T h i s  r e s u l t  h i g h l i g h t s  t h e  e f f e c t  o f  m o d e l  o r d e r  s e l e c t i o n  o n  t h e  A R  e s t i m a t e s  a s  d i s -
c u s s e d  p r e v i o u s l y .  A d d i t i o n a l l y ,  s l i d i n g  w i n d o w  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  w e r e  a p p l i e d
t o  t h e  T C 2  d a t a  w i t h  4 0  d B  a d d i t i v e  w h i t e  n o i s e  a d d e d .  I n  t h i s  c a s e ,  m o d e l  o r d e r
w a s  f i x e d  a t  6 6  a n d  a  1 0 0 0  m  s l i d i n g  w i n d o w  a p e r t u r e  u s e d .  T h e  r e s u l t s  a r e  s i m i l a r
t o  t h e  r e s u l t s  f o r  t h e  a d a p t i v e  e s t i m a t o r  w i t h  n o  n o i s e .  T h e  e f f e c t  o f  t h e  n o i s e  o n  t h e
e s t i m a t e s  w e r e  m i n i m a l ,  b u t  a l l o w e d  t h e  r e c u r s i o n  i n  t h e  A R  a l g o r i t h m  t o  f i n i s h  a t
a l l  r a n g e s  e l i m i n a t i n g  t h e  r e q u i r e m e n t  f o r  a d a p t i v e  m o d e l  o r d e r  s e l e c t i o n .
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F i g u r e  3 - 1 0 :  W a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  s h o w i n g  r a n g e - i n d e p e n d e n t  r e g i o n  a f t e r  t h e  s h e l f -
b r e a k  f o r  I n v e r s i o n  W o r k s h o p  T C 2 .
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F i g u r e  3 - 1 1 :  W a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  u s i n g  a d a p t i v e  A R  m o d e l  o r d e r  s e l e c t o r  s h o w i n g
w a v e n u m b e r  e v o l u t i o n  f o r  I n v e r s i o n  W o r k s h o p  T C 2 .
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F i g u r e  3 - 1 2 :  W a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  f o r  o r d e r  6 6  A R  e s t i m a t o r  s h o w i n g  w a v e n u m b e r
e v o l u t i o n  I n v e r s i o n  W o r k s h o p  T C 2  d a t a  w i t h  6 0  d B  n o i s e  a d d e d .
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T C 3  -  F l a t  B o t t o m
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T
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F i g u r e  3 - 1 3 :  E n v i r o n m e n t  m o d e l  f o r  I n v e r s i o n  W o r k s h o p  T C 3 .
3 . 4 . 2  R a n g e - D e p e n d e n t  S e d i m e n t  -  T C 3
A  p a r t i c u l a r l y  i n t e r e s t i n g  d a t a  s e t  f o r  a n a l y s i s  w a s  T C 3  w h e r e  t h e  b a t h y m e t r y  w a s
f l a t  a n d  r a n g e - d e p e n d e n c e  o c c u r r e d  s o l e l y  i n  t h e  s e d i m e n t .  T h e  g e o m e t r y  a n d  o t h e r
k n o w n  p a r a m e t e r s  a r e  s h o w n  i n  f i g u r e  3 - 1 3 ,  a l o n g  w i t h  5 0  H z  d a t a  o n  a  5  m e t e r
r a n g e  g r i d  f o r  t h e  u p p e r  r e c e i v e r  i n  f i g u r e  3 - 1 .  N o  n o i s e  w a s  a d d e d  t o  t h e  d a t a .  T h e
o n l y  a  p r i o r i  i n f o r m a t i o n  g i v e n  a b o u t  t h e  b o t t o m  i s  t h a t  " t h e r e  i s  a n  i n t r u s i o n  i n
t h e  s e d i m e n t "  ( 4 0 ) .  N o  o t h e r  i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  i n t r u s i o n  i s  g i v e n .  T h i s  p o i n t
i s  i m p o r t a n t  b e c a u s e  d e p e n d i n g  o n  t h e  i n v e r s i o n  a l g o r i t h m  u s e d ,  a s s u m p t i o n s  m a y
h a v e  t o  b e  m a d e  a b o u t  t h e  n a t u r e  o f  t h e  i n t r u s i o n .  F e a t u r e s  s u c h  a s  l o c a t i o n  a n d
s h a p e  m a y  h a v e  t o  b e  a s s u m e d  ( 1 3 )  t h a t  h a v e  a n  i m p a c t  o n  t h e  i n v e r s i o n  r e s u l t s .
T e c h n i q u e s  b a s e d  o n  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  n e e d  n o  s u c h  a s s u m p t i o n  a n d  a r e  o n l y
l i m i t e d  b y  t h e i r  a b i l i t y  t o  r e s o l v e  f e a t u r e s  u s i n g  s h o r t  d a t a  a p e r t u r e s .
U s i n g  t h e  s l i d i n g  w i n d o w  A R  e s t i m a t o r  o n  t h e  5 0  H z  d a t a  w i t h  a  m o d e l  o r d e r
o f  3 0  y i e l d s  t h e  w a v e n u m b e r - r a n g e  p l o t  s h o w n  i n  f i g u r e  3 - 1 4 .  F r o m  t h e  f i g u r e  t w o
r a n g e - i n d e p e n d e n t  r e g i o n s  c a n  b e  i d e n t i f i e d  d i r e c t l y  b y  t h e  c o n s t a n t  w a v e n u m b e r
v a l u e s .  T h e  o t h e r  r e g i o n s  o f  l o w  r e s o l u t i o n  a r e  a  r e s u l t  o f  t h e  f i x e d  m o d e l  o r d e r
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F i g u r e  3 - 1 4 .  W a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  f o r  r a n g e - d e p e n d e n t  s e d i m e n t  o f I n v e r s i o n  W o r k -
s h o p  T C 3 .
u s e d  w i t h  t h e  s l i d i n g  w i n d o w  e s t i m a t o r .  I n  t h o s e  r e g i o n s ,  t h e  w i n d o w  i s  o v e r l a p p i n g
t w o  r a n g e - i n d e p e n d e n t  r e g i o n s  w i t h  w i t h  w a v e n u m b e r  v a l u e s  v e r y  c l o s e l y  s p a c e d .
E x a m i n i n g  t h e  r a n g e - i n d e p e n d e n t  r e g i o n s  o f  t h e  f i g u r e ,  a n d  r e c a l l n g  t h a t  t h e  r a n g e
a x i s  r e p r e s e n t s  r a n g e s  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  a p e r t u r e ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  d e t e r m i n e  t h e
r a n g e  o f  d a t a  i n c l u d e d  i n  e a c h  a p e r t u r e .  T h u s ,  t h e  r e s u l t  a t  r a n g e  =  1 1 0 0  m  i n c l u d e s
d a t a  t h a t  s p a n s  t h e  r a n g e  i n t e r v a l  6 0 0  m  - (  R  - (  1 6 0 0  m ,  a n d  r e s u l t s  a t  r a n g e  =  2 1 0 0
m  i n c l u d e s  d a t a  t h a t  s p a n s  1 6 0 0  m  - (  R  - c  2 6 0 0  m .  B y  i n c l u d i n g  a l l  t h e  d a t a  s p a n n e d
b y  t h e  a p e r t u r e  a s  t h e  w i n d o w  s l i d e s ,  t h e  r a n g e - i n d e p e n d e n t  r e g i o n s  i d e n t i f i e d  f r o m
f i g u r e  3 - 1 4  c a n  b e  e x t e n d e d  b y  5 0 0  m e t e r s  a t  e a c h  e n d  t o  c l e a r l y  d e m a r c a t e  t h e
r a n g e - i n d e p e n d e n t  r e g i o n s  f o r  T C 3  a s  s h o w n  i n  f i g u r e  3 - 1 5 .  U s i n g  t h i s  m e t h o d ,  i t
w a s  d e t e r m i n e d  t h a t  t h e  s e d i m e n t  o f  T C 3  w a s  c o m p o s e d  o f  a  b a c k g r o u n d  r e g i o n
w i t h  a n  i n t r u s i o n  c o n s i s t i n g  o f  a  r e c t a n g u l a r  b l o c k  l o c a t e d  i n  r a n g e  b e t w e e n  1 1 0 0
i l  - (  R  - (  2 9 0 0  m .  T h i s  r e s u l t  w a s  c o n f i r m e d  b y  t h e  w o r k s h o p  o r g a n i z e r s  w h e n  t h e
i n p u t  m o d e l s  w e r e  r e v e a l e d  f o r  e a c h  o f  t h e  t e s t  c a s e s .  H a v i n g  i d e n t i f i e d  t h e  d i f f e r e n t
r e g i o n s ,  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  w e r e  m a d e  u s i n g  t h e  e n t i r e  a p e r t u r e  o f  d a t a  w i t h i n  t h e
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F i g u r e  3 - 1 5 :  W a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  f o r  r a n g e - d e p e n d e n t  s e d i m e n t  o f  I n v e r s i o n  W o r k -
s h o p  T C 3  w i t h  r a n g e - i n d e p e n d e n t  s e g m e n t s  i d e n t i f i e d .
3  r a n g e - i n d e p e n d e n t  s e g m e n t s  a s  s h o w n  i n  f i g u r e  3 - 1 6 .  T h e  i n d i v i d u a l  w a v e n u m b e r s
e s t i m a t e d  f o r  t h e  i n t r u s i o n  a r e  a l l  
l e s s  t h a n  t h e  c o r r e s p o n d i n g  v a l u e s  e s t i m a t e d  f o r  t h e
b a c k g r o u n d  s e d i m e n t  o f  r e g i o n s  1  a n d  3 .  T h i s  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  i n t r u s i o n  c o n s i s t s
o f  a  h a r d e r  m a t e r i a l  r e l a t i v e  t o  i t s  s u r r o u n d i n g s  a n d  h a s  a  c o r r e s p o n d i n g l y  h i g h e r
s o u n d  s p e e d .  U s i n g  t h e  p e r t u r b a t i v e  i n v e r s e  m e t h o d  p r e v i o u s l y  d e s c r i b e d ,  t h i s  r e s u l t
w a s  c o n f i r m e d .  F i g u r e  3 - 1 7  s h o w s  t h e  i n v e r t e d  s o u n d  s p e e d  p r o f i e  ( d a s h e d )  a l o n g
w i t h  t h e  s t a r t i n g  b a c k g r o u n d  p r o f i l e  ( c i r c l e s )  a n d  t r u e  a n s w e r  ( s o l i d )  f o r  e a c h  o f  t h e
r e g i o n s .
T h e  i n v e r s i o n  w a s  o n l y  p e r f o r m e d  a t  a  s i n g l e  f r e q u e n c y ,  a n d  d o e s  n o t  c a p t u r e  t h e
d e t a i l e d  n a t u r e  o f  t h e  t r u e  p r o f i l e ,  b u t  m a t c h e s  w e l l  i n  a n  a v e r a g e  s e n s e .  R e s o l u t i o n
k e r n e l s  ( 6 5 J  f o r  e a c h  i n v e r s i o n  c o n f i r m  t h i s  a n d  a r e  s h o w n  i n  f i g u r e  3 - 1 8  f o r  s e v e r a l
d e p t h s  i n d i c a t e d  b y  Z O o  I n  g e n e r a l ,  t h e y  i n d i c a t e  r e s o l u t i o n  i s  b e t t e r  a t  t h e  s h a l l o w e r
d e p t h s  a s  i n d i c a t e d  b y  t h e  s h a r p e r  p e a k s .  H i g h e r  r e s o l u t i o n  c o u l d  b e  o b t a i n e d  b y
p e r f o r m i n g  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  a n d  i n v e r s i o n s  a t  h i g h e r  f r e q u e n c i e s .  T h i s  w a s
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F i g u r e  3 - 1 6 :  S p e c t r a l  e s t i m a t e s  f o r  f u l l  a p e r t u r e s  o f  r a n g e - i n d e p e n d e n t  r e g i o n s  i d e n -
t i f i e d  f o r  I n v e r s i o n  W o r k s h o p  T C 3 .
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F i g u r e  3 - 1 7 :  C o m p r e s s i o n a l  w a v e  s p e e d  i n  t h e  s e d i m e n t s  f o r  I n v e r s i o n  W o r k s h o p
T C 3 .  O p e n  c i r c l e s  a r e  b a c k g r o u n d  p r o f i l e  u s e d  f o r  p e r t u r b a t i v e  i n v e r s i o n ,  s o l i d  l i n e
i s  g r o u n d  t r u t h ,  a n d  d a s h e d  l i n e  i s  i n f e r r e d  p r o f i l e .
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K e r n l  A m p l i t u d e
F i g u r e  3 - 1 8 :  R e s o l u t i o n  K e r n e l s  f o r  i n v e r s i o n  r e s u l t s  o f  I n v e r s i o n  W o r k s h o p  T C 3 .
B a c k g r o u n d  r e p r e s e n t s  r e g i o n s  1  a n d  3  a n d  I n t r u s i o n  r e p r e s e n t s  r e g i o n  2 .
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K e m e l  A m p l i t u d e
n o t  d o n e  d u e  t o  t i m e  c o n s t r a i n t s ,  a n d  b e c a u s e  t h e  d a t a  w e r e  n o t  p r o v i d e d  o n  a  d e n s e
e n o u g h  r a n g e  g r i d  t o  e s t i m a t e  w a v e n u m b e r s  w i t h o u t  a l i a s i n g .  C o m p a r i s o n  o f  c o m p l e x
p r e s s u r e  c a l c u l a t e d  f o r  t h e  i n v e r t e d  p r o f i l e  m a t c h e d  w e l l  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  a t  5 0
H z  a n d  1 0 0  H z  a n d  s h o w n  i n  f i g u r e s  3 - 1 9  a n d  3 - 2 0 .  A  c o n c l u s i o n  f r o m  t h i s  t e s t  c a s e
i s  t h a t  h i g h - r e s o l u t i o n  e s t i m a t o r s  a r e  n e c e s s a r y  i n  o r d e r  t o  r e s o l v e  d i s c r e t e  e v e n t s
t h a t  o c c u r  i n  t h e  s e d i m e n t  a n d  i m p a c t  o n  t h e  c o m p l e x  p r e s s u r e  f i e l d .  I t  i s  c l e a r  f r o m
t h e  a n a l y s i s  i n  f i g u r e s  3 - 1 - 3 - 3  t h a t  t h e  i n t r u s i o n  i n  T C 3  c o u l d  n o t  b e  r e s o l v e d  u s i n g
c l a s s i c a l  t e c h n i q u e s .
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M a g n i t u d e  o f  P r e s s u r e  F i e l d  ( 5 0  H z )
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F i g u r e  3 - 1 9 :  C o m p l e x  p r e s s u r e  f i e l d  m o d e l e d  u s i n g  i n f e r r e d  s e d i m e n t  s o u n d  s p e e d
p r o f i l e  c o m p a r e d  t o  i n v e r s i o n  w o r k s h o p  T C 3  d a t a  a t  5 0  H z .
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F i g u r e  3 - 2 0 :  C o m p l e x  p r e s s u r e  f i e l d  m o d e l e d  u s i n g  i n f e r r e d  s e d i m e n t  s o u n d  s p e e d
p r o f i l e  c o m p a r e d  t o  i n v e r s i o n  w o r k s h o p  T C 3  d a t a  a t  1 0 0  H z .
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3 . 5  W a v e n u m b e r  e s t i m a t i o n  i n  r a n d o m  m e d i a  -  I n -
t e r n a l  W a v e s
I n  a d d i t i o n  t o  m a k i n g  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  f o r  w a v e g u i d e s  w i t h  r a n g e  v a r y i n g
b a t h y m e t r y  a n d  s e d i m e n t s ,  m e a s u r e m e n t s  i n  r e a l i s t i c  o c e a n  e n v i r o n m e n t s  i n c l u d e
t h e  e f f e c t s  o f  s o u n d  s p e e d  v a r i a b i l i t y  i n  t h e  w a t e r c o l u m n  d u e  t o  t e m p e r a t u r e  f l u c -
t u a t i o n s .  A l t h o u g h ,  s m a l l  s o u n d  s p e e d  p e r t u r b a t i o n s  m a y  b e  i n d i s t i n g u i s h a b l e  f r o m
o t h e r  c a u s e s  o f  o b s e r v a t i o n  n o i s e  i n  t h e  d a t a  -  s u c h  a s  s m a l l  r a n g i n g  e r r o r s  o r  r a n g e -
d e p e n d e n c e  i n  t h e  s e d i m e n t s  o r  b a t h y m e t r y  d u e  t o  s a n d  r i p p l e s  -  w h e r e  e s t i m a t o r
c h a r a c t e r i s t i c s  h a v e  a l r e a d y  b e e n  d e s c r i b e d ,  l a r g e r  v a r i a t i o n s  m u s t  b e  c o n s i d e r e d .
T h i s  i s  p a r t i c u l a r l y  t r u e  i n  t h e  c a s e  o f  i n t e r n a l  w a v e s  ( I W ) ,  w h e r e  i t  i s  w e l l  k n o w n
t h a t  e n e r g y  t r a n s f e r  c a n  o c c u r  a m o n g s t  t h e  p r o p a g a t i n g  m o d e s  ( 6 1 ) .  T h e  t e m p o r a l
m e a s u r e  o f  s o u n d  s p e e d  v a r i a b i l i t y  p a s s i n g  d u e  t o  i n t e r n a l  w a v e s  i s  o n  t h e  o r d e r  o f
s e v e r a l  m i n u t e s  c o m p a r e d  t o  a  f e w  s e c o n d s  f o r  a  p r o p a g a t i n g  a c o u s t i c  f i e l d  t o  p a s s
t h r o u g h  a  g i v e n  p o i n t  ( 1 4 J .  B y  p r o p a g a t i n g  o v e r  s e v e r a l  k i l o m e t e r s  t h r o u g h  m u l t i p l e
i n t e r n a l  w a v e  e v e n t s ,  t h e  r e c e i v e d  f i e l d  t a k e s  o n  f e a t u r e s  o f  a  r a n d o m  p r o c e s s .  I n  a
r e c e n t  p a p e r ,  S i d e r i u s  e t .  a l .  ( 7 4 J  l o o k  a t  t h e  e f f e c t  o f  s o u n d  s p e e d  f l u c t u a t i o n s  o n
g e o a c o u s t i c  i n v e r s i o n  r e s u l t s  f o r  b r o a d b a n d  a c o u s t i c  d a t a  m e a s u r e d  o n  v e r t i c a l  l i n e
a r r a y s .  I n  t h e  w a v e n u m b e r  a n á l y s i s  d i s c u s s e d  f o r  t h i s  t h e s i s  a n d  t h e  e x p e r i m e n t a l
w o r k ,  t h e  e f f e c t s  o f  i n t e r n a l  w a v e s  a r e  a s s u m e d  t o  b e  m i n i m i z e d  d u e  t o  t h e  a v e r a g i n g
e f f e c t  t h a t  o c c u r s  w h e n  t r a n s f o r m i n g  t h e  d a t a  o v e r  a  l o n g  a p e r t u r e  i n  r a n g e  ( 1 4 ) .
F u r t h e r ,  i n  t h e  p r e v i o u s  d i s c u s s i o n ,  m o d a l  e v o l u t i o n  w a s  d i s c u s s e d  i n  t h e  c o n t e x t  o f
a d i a b a t i c  m o d e  t h e o r y  w h e r e  n o  e n e r g y  i s  t r a n s f e r r e d  b e t w e e n  m o d e s  a n d  t h e  n u m b e r
o f  p r o p a g a t i n g  m o d e s  r e m a i n s  c o n s t a n t .  H o w e v e r ,  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  i n t e r n a l  w a v e s
t h e  a d i a b a t i c  m o d e  a s s u m p t i o n  i s  v i o l a t e d  a n d  t h e  e f f e c t s  o n  l o c a l  w a v e n u m b e r  e s -
t i m a t e s  s h o u l d  b e  u n d e r s t o o d .  I n  p a r t i c u l a r  i t  i s  o f  i n t e r e s t  t o  d e t e r m i n e  i f  i n t e r n a l
w a v e  f i e l d s  c a u s e  a  s h i f t  i n  t h e  e s t i m a t e d  w a v e n u m b e r s ,  i f  t h e y  c a u s e  c e r t a i n  m o d e s
n o t  t o  b e  r e s o l v e d ,  o r  i f  a d d i t i o n a l  m o d e s  a r e  e x c i t e d  a n d  c a n  b e  d e t e c t e d .
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T o  u n d e r s t a n d  t h e  e f f e c t s  o f  i n t e r n a l  w a v e s  o n  t h e  f o r w a r d  p r o p a g a t i o n  p r o b l e m ,
a  r e c e n t  s e s s i o n  a t  a  m e e t i n g  o f  t h e  A c o u s t i c a l  S o c i e t y  o f  A m e r i c a  ( A S A )  ( 8 1 )  f o c u s e d
o n  b e n c h m a r k i n g  a c o u s t i c  p r o p a g a t i o n  m o d e l s  f o r  r a n g e - d e p e n d e n t  m e d i a  i n c l u d i n g
i n t e r n a l  w a v e s .  A l t h o u g h  f o c u s e d  o n  t h e  f o r w a r d  p r o b l e m ,  t h e s e  s t u d i e s  p r o v i d e d
v a l u a b l e  d a t a  f o r  b e g i n n i n g  t o  u n d e r s t a n d  t h e  w a v e n u m b e r  e s t i m a t i o n  p r o b l e m .
I n  t h i s  s e c t i o n ,  s y n t h e t i c  d a t a  f r o m  t h e  b e n c h m a r k  s e s s i o n  i s  u s e d  f o r  e s t i m a t i n g
w a v e n u m b e r  c o n t e n t  f o r  a n  e n v i r o n m e n t  b o t h  w i t h  a n d  w i t h o u t  i n t e r n a l  w a v e s .  A
d e s c r i p t i o n  o f  t h i s  m o d e l  a n d  o t h e r  r a n g e - d e p e n d e n t  c a s e s  c a n  b e  f o u n d  a t  ( 7 5 ) .  T h e
w a v e g u i d e  e n v i r o n m e n t  w a s  a  P e k e r i s  m o d e l  w i t h  a  f l a t  b o t t o m  a t  2 0 0  m  d e p t h .
D e n s i t y  i n  t h e  w a t e r c o l u m n  w a s  1  g / c m 3  w i t h  n o  a t t e n u a t i o n .  T h e  b o t t o m  w a s
m o d e l e d  a s  a  f l u i d  w i t h  s o u n d  s p e e d  o f  1 7 0 0  m I s ,  d e n s i t y  1 . 5  g / c m 3 ,  a n d  a t t e n u a t i o n
0 . 1  d B ; " \ .  T h e  b a c k g r o u n d  s o u n d  s p e e d  p r o f i l e  w a s  g e n e r a l l y  d o w n w a r d  r e f r a c t i n g
w i t h  a  s l i g h t  d u c t  o c c u r r i n g  a b o v e  2 6  m  d e p t h  a n d  w a s  g i v e n  b y  ( 7 6 J
c ( z )
c ( z )
1 5 1 5  +  0 . 0 1 6 z ,  z  ~  2 6  m
c o ( 1  +  a ( e - b  +  b  -  1 ) ) ,  z : ? =  2 6  m ,
( 3 . 4 3 )
w h e r e  C o  =  1 4 9 0  m I s ,  a  =  0 . 2 5 ,  a n d  b  =  ( z  -  2 0 0 ) / 5 0 0  ( 7 6 J .
T o  t h e  b a c k g r o u n d  s o u n d  s p e e d  w a s  a d d e d  a  p e r t u r b a t i o n  a s  a  f u n c t i o n  o f  d e p t h
a n d  r a n g e  t o  r e p r e s e n t  t h e  i n t e r n a l  w a v e  f i e l d .  T h e  s o u n d  s p e e d  p e r t u r b a t i o n ,  d c ,
w a s  g i v e n  b y ,
5
d c ( z ,  r )  =  4 ( z /  B ) e - z / B  L  c o s ( K i r ) ,
i = l
( 3 . 4 4  )
w h e r e  K i  =  2 1 f ( 2 0 0 0  -  3 0 0 ( i  -  1 ) ) - 1  m - l  a n d  B  =  2 5  m .  U s i n g  t h i s  m o d e l ,  t h e
m a x i m u m  s o u n d  s p e e d  p e r t u r b a t i o n  i s  a b o u t  7 . 5  m / s .  T h e  r a n g e  d e p e n d e n t  s o u n d
s p e e d  p r o f i l e  i s  s h o w n  i n  f i g u r e  3 - 2 1 .  U s i n g  t h e  a b o v e  m o d e l s ,  P E C a n  ( 1 1 ) ,  w a s  u s e d
t o  g e n e r a t e  t h e  a c o u s t i c  f i e l d  f o r  b o t h  t h e  b a c k g r o u n d  a n d  p e r t u r b e d  s o u n d  s p e e d
e n v i r o n m e n t s  f r o m  0  -  2 0  k m .  T h e  d a t a  a r e  s h o w n  i n  f i g u r e  3 - 2 2  f o r  t h e  f u l l  a p e r t u r e
a n d  f o r  5  k m  s u b - a p e r t u r e s .  T h e  d i f f e r e n c e  i n  s t r u c t u r e  o f  t h e  m o d a l  i n t e r f e r e n c e
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0
S o u n d  S p e e d  ( m / s )
S o u n d  S p e e d  P r o f i l e  f o r  D e t e r m i n i s t i c  I W
l
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I ,
. 1 ' .
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. .
i
' f
1 5 0 5
1 5 0 0
1 4 9 5
5
1 4 9 0
1 0
R a n g e  ( k m )
1 5
2 0
F i g u r e  3 - 2 1  R a n g e - d e p e n d e n t  s o u n d  v e l o c i t y  f i e l d  f o r  I W  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  ( 7 6 ) .
B a c k g r o u n d  p r o f i l e  i s  o n  l e f t .
p a t t e r n s  o b s e r v e d  i n  t h e  t r a n s m i s s i o n  l o s s  p l o t s  i s  m o s t  e v i d e n t  a t  l o n g  r a n g e s .  T h e s e
d a t a  w e r e  g e n e r a t e d  b y  G o r d o n  E b b e s e n  ( 2 1 )  a t  D R E A  C a n a d a  o n  a  5  m e t e r  r a n g e
g r i d .  3 0 0 0  m  s l i d i n g  w i n d o w  A R  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  w e r e  m a d e  f o r  b o t h  c a s e s
w i t h  a  s t e p  o f  5 0 0  m  a n d  a  m o d e l  o d e r  o f  2 0 0 .  A d d i t i o n a l l y ,  t h e  e x a c t  m o d e  v a l u e s  f o r
t h e  u n p e r t u r b e d  m o d e l  e n v i r o n m e n t  w e r e  d e t e r m i n e d  u s i n g  K R A K E N .  T h e  r e s u l t i n g
w a v e n u m b e r  r e s u l t s  w i t h  t h e  K R A K E N  r e s u l t s  o v e r l a y e d  a r e  s h o w n  i n  f i g u r e s  3 - 2 3
a n d  3 - 2 4 .
T h e  n u m b e r  o f  m o d e s  d e t e r m i n e d  b y  K R A K E N  i s  g r e a t e r  t h e n  t h e  n u m b e r  e s t i -
m a t e d  u s i n g  t h e  s l i d i n g  w i n d o w  m e t h o d  i n d i c a t i n g  t h a t  n o t  a l l  t h e  m o d e s  a r e  e x c i t e d .
W a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  t h a t  a g r e e  w i t h  t h e  K R A K E N  r e s u l t s  a r e  s h o w n  b y  a  d a s h e d
l i n e .  T h e  p l o t s  s h o w  t h a t  f o r  t h e  u n p e r t u r b e d  c a s e ,  6  m o d e s  a r e  e s t i m a t e d  t h a t  c a n
b e  c o r r e l a t e d  w i t h  t h e  K R A K E N  r e s u l t .  F o r  t h e  I W  c a s e ,  8  m o d e s  a r e  i d e n t i f i e d
t h a t  c o r r e l a t e  w i t h  t h e  K R A K E N  r e s u l t s .  T h e  p l o t s  s h o w  t h e  w a v e n u m b e r s  t o  b e
v e r y  s t a b l e  w i t h  r a n g e ,  i n d i c a t i n g  r a n g e - i n d e p e n d e n t  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .  T h i s  i s
p a r t i c u l a r l y  e v i d e n t  f o r  t h e  t h e  h i g h e r  o r d e r  m o d e s .  T h e r e  i s  e v i d e n c e  o f  s o m e  i n -
s t a b i l i t y  o f  t h e  e s t i m a t e s  f o r  t h e  I W  c a s e  s e e n  a s  u n d u l a t i o n s  a b o u t  t h e  p r e d i c t e d
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o f  i n t e r n a l  w a v e  m e a s u r e m e n t s  f r o m  u n p e r t u r b e d  c a s e .
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F i g u r e  3 - 2 3 :  S l i d i n g  w i n d o w  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  w i t h  K R A K E N  r e s u l t s  ( d a s h e d )
p l o t t e d  f o r  u n p e r t u r b e d  c a s e .
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F i g u r e  3 - 2 4 :  S l i d i n g  w i n d o w  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  w i t h  K R A K E N  r e s u l t s  ( d a s h e d )
p l o t t e d  f o r  I W  c a s e .
1 0 0
v a l u e .  H o w e v e r ,  t h i s  r e s u l t  m i g h t  b e  e x p e c t e d  a s  e n e r g y  i s  b e i n g  e x c h a n g e d  b e t w e e n
t h e  m o d e s  w i t h  r a n g e  a n d  a p p e a r s  a s  a  s c i n t i l a t i o n  i n  t h e  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s
w i t h  r a n g e .  H o w e v e r ,  t h e r e  i s  n o  a p p a r e n t  s h i f t  o b s e r v e d  f o r  t h e  m o d e s  o b s e r v e d  i n
t h e  u n p e r t u r b e d  c a s e  a n d  t h e  I W  c a s e .  T h e r e  a r e ,  h o w e v e r ,  a d d i t i o n a l  m o d e s  t h a t
a r e  e n e r g i z e d  d u e  t o  t h e  m o d e  c o u p l i n g  w h i c h  a r e  c o n s i s t e n t  w i t h  t h o s e  p r e d i c t e d  b y
K R A K E N  A  c o n c l u s i o n  f r o m  t h i s  s t u d y  i s  t h a t  f o r  t h e  e n v i r o n m e n t  p r o v i d e d ,  t h e
i n t e r n a l  w a v e s  c o u p l e  e n e r g y  i n t o  m o d e s  t h a t  m i g h t  n o t  o t h e r w i s e  b e  e x c i t e d  f o r  a
g i v e n  s o u r c e / r e c e i v e r  g e o m e t r y  a n d  g i v e  a d d i t i o n a l  i n f o r m a t i o n  t h a t  c o u l d  b e  u s e d  a s
i n p u t  d a t a  f o r  i n v e r s i o n .  T h i s  i s  a  g o o d  r e s u l t  f o r  t h e  r e l a t i v e l y  w e a k  i n t e r n a l  w a v e
f i e l d  p r o v i d e d .  H o w e v e r ,  f u t u r e  s t u d i e s  c o u l d  i n c l u d e  a n  e x a m i n a t i o n  o f  t h e  t y p e s  o f
l i m i t s  o n  I W  p e r t u r b a t i o n s  t h a t  c a u s e  t h e s e  o b s e r v a t i o n s  t o  b r e a k  d o w n .  A  s e c o n d
c a v e a t  t o  t h e s e  o b s e r v a t i o n s  r e l i e s  o n  t h e  a b i l i t y  o f  a n  e s t i m a t o r  t o  r e s o l v e  i n d i v i d u a l
m o d e s .  T h e  e x a c t  n a t u r e  o f  t h e  c o u p l i n g  a n d  t h e  w a v e l e n g t h  o f  t h e  i n t e r n a l  w a v e
s t r u c t u r e  w i l l  i m p a c t  t h e  a b i l i t y  t o  r e s o l v e  m o d e s .  I n  t h i s  p a r t i c u l a r  c a s e ,  i t  i s  c l e a r
t h a t  t h e  f i r s t  t w o  m o d e s  p r e d i c t e d  b y  K R A K E N  w e r e  n o t  p r e s e n t  i n  t h e  d a t a .  H o w -
e v e r ,  t h e  f i r s t  t w o  m o d e s  w e r e  v e r y  c l o s e  t o g e t h e r  i n  w a v e n u m b e r  s p a c e  a n d  w o u l d
r e q u i r e  a  l o n g  a p e r t u r e  t o  r e s o l v e  t h e m .  T h e s e  i s s u e s  a r e  l e s s  t r o u b l e s o m e  a t  l o w e r
f r e q u e n c i e s  a n d  s h a l l o w e r  d e p t h s  w h e r e  t h e  w a v e n u m b e r s  a r e  l e s s  d e n s e l y  s p a c e d .  I n
t h e s e  c a s e s ,  s h o r t e r  a p e r t u r e s  c o u l d  b e  u s e d  t o  o b s e r v e  t h e  s a m e  e f f e c t  a s  t h e  3  k m
a p e r t u r e s  u s e d  i n  t h i s  s t u d y .
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C h a p t e r  4
M o d a l  M a p p i n g  E x p e r i m e n t
( M O M A X )
4 . 1  I n t r o d u c t i o n
T h e  M o d a l  M a p p i n g  E x p e r i m e n t s  w e r e  d e s i g n e d  a s  a n  e f f c i e n t  m e a n s  f o r  m e a s u r i n g
t h e  f u l l  s p a t i a l  v a r i a b i l i t y  o f  a  p o i n t  s o u r c e  a c o u s t i c  f i e l d  i n  a  c o m p l e x  s h a l l o w  w a t e r
e n v i r o n m e n t  ( 3 0 ) .  P r e v i o u s  e x p e r i m e n t a l  e f f o r t s  h a v e ,  i n  g e n e r a l ,  e m p l o y e d  s y n t h e t i c
a p e r t u r e  h o r i z o n t a l  a r r a y s  g e n e r a t e d  a l o n g  r a d i a l s  t o  m e a s u r e  p r e s s u r e  a s  a  f u n c t i o n
o f  r a n g e  a t  a  c o n s t a n t  b e a r i n g .  T y p i c a l l y ,  t h i s  w a s  a c h i e v e d  b y  t o w i n g  a  h y d r o p h o n e ,
s u s p e n d e d  a t  a  f i x e d  d e p t h ,  a w a y  f r o m  a  m o o r e d  s o u r c e ,  o r  a l t e r n a t i v e l y ,  t o w i n g  a
s o u r c e  a w a y  f r o m  a  f i x e d  r e c e i v e r .  F o r  r a n g e s  g r e a t e r  t h a n  a  f e w  w a v e l e n g t h s ,  t h e  h o r -
i z o n t a l  w a v e n u m b e r  s p e c t r u m  o f  t h e  f i e l d  c o u l d  t h e n  b e  e x t r a c t e d  b y  e m p l o y i n g  t h e
a s y m p t o t i c  f o r m  o f  t h e  H a n k e l  t r a n s f o r m .  
T h e s e  e f f o r t s  w e r e  e f f e c t i v e  i n  d e m o n s t r a t -
i n g  t h e  r a n g e - d e p e n d e n t  n a t u r e  o f  t h e  s p e c t r u m  d u e  t o  r a n g e  d e p e n d e n t  w a v e g u i d e
p r o p e r t i e s .  H o w e v e r ,  i t  i s  d e s i r a b l e  t o  e x a m i n e  t h e  e f f e c t  o f  w a v e g u i d e  p r o p e r t i e s  o n
t h e  s p e c t r u m  a l o n g  r a d i a l s  a t  a l l  a n g l e s  a r o u n d  t h e  s o u r c e  a s  g i v e n  f r o m  a  c o m p l e t e
s p a t i a l  m e a s u r e  o f  t h e  p r o p a g a t i n g  f i e l d .  T h e  M O M A X  e x p e r i m e n t s  w e r e  d e s i g n e d  t o
m a k e  m e a s u r e m e n t s  o f  t h e  p r o p a g a t i n g  a c o u s t i c  f i e l d  f o r  a  p o i n t  s o u r c e  o n  a  s p a t i a l
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F i g u r e  4 - 1  S k e t c h  r e p r e s e n t a t i o n  o f  M O M A X  e x p e r i m e n t a l  
l a y o u t
g r i d  g i v e n  i n  a b s o l u t e  g e o s p a t i a l  c o o r d i n a t e s  o f  l a t i t u d e  a n d  l o n g i t u d e .  B y  d e s i g n ,
t h e s e  m e a s u r e m e n t s  a r e  r e l a t e d  t o  t h e  h o r i z o n t a l  w a v e n u m b e r  s p e c t r u m  o f  t h e  f i e l d
b y  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  a p p r o p r i a t e  t w o - d i m e n s i o n a l  t r a n s f o r m  r e l a t i o n  a s  d i s c u s s e d  i n
c h a p t e r  2 .  A n  o v e r v i e w  o f  t h e  e x p e r i m e n t a l  c o n f i g u r a t i o n  i s  g i v e n  i n  t h e  n e x t  s e c t i o n
f o l l o w e d  b y  d e s c r i p t i o n s  o f  s p e c i f i c  e x p e r i m e n t s .
4 . 2  E x p e r i m e n t  O v e r v i e w
I n  t h e  M O M A X  e x p e r i m e n t s ,  d a t a  a r e  a c q u i r e d  o n  a n  a r r a y  f o r m e d  b y  i n d i v i d u a l
h y d r o p h o n e s  s u s p e n d e d  f r o m  s e v e r a l  f r e e l y  d r i f t i n g  b u o y s  e q u i p p e d  w i t h  p r e c i s i o n
G P S  n a v i g a t i o n .  F i g u r e  4 - 1  i l u s t r a t e s  t h e  o p e r a t i o n a l  s c e n a r i o  a n d  a s s e t s .  A s  m a n y
a s  f o u r  b u o y s  m i g h t  b e  d r i f t i n g  a t  a  g i v e n  t i m e  a n d  s y n t h e t i c  a p e r t u r e s  c a n  b e  f o r m e d
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u s i n g  d a t a  a c q u i r e d  o n  a  s i n g l e  b u o y  o r  s e v e r a l  b u o y s .
F o r  t h e  u s u a l  e x p e r i m e n t a l  r u n ,  t h e  a c o u s t i c  f i e l d  w a s  g e n e r a t e d  b y  a  s i n g l e  p r o -
j e c t o r  o p e r a t i n g  i n  a  c w  m o d e  c o m p r i s e d  o f  s e v e r a l  d i s c r e t e  t o n e s  b e t w e e n  2 0  a n d  4 7 5
H z .  A t  a n y  g i v e n  t i m e ,  n o  m o r e  t h e n  f o u r  f r e q u e n c i e s  w e r e  t r a n s m i t t e d  b y  a  p r o j e c -
t o r .  D u r i n g  o n e  e x p e r i m e n t ,  t w o  p r o j e c t o r s  w e r e  u s e d  s i m u l t a n e o u s l y  t r a n s m i t t i n g
f o u r  f r e q u e n c i e s  e a c h .  S e v e r a l  d i f f e r e n t  a c o u s t i c  p r o j e c t o r s  w e r e  u s e d  i n  t h e  M O M A X
e x p e r i m e n t s ,  i n c l u d i n g  a n  N R L  J - 1 5 - 3  s o u r c e  ( 5 0 - 4 7 5  H z ) ,  a  W e b b  R e s e a r c h  o r g a n
p i p e  t y p e  s o u r c e  ( 2 0 0 , 3 0 0  H z ) ,  a n d  a n  I H I  s o u r c e  ( 2 0 - 1 2 5  H z ) .  E a c h  s o u r c e  w a s  s e t  t o
o p e r a t e  a t  a  n o m i n a l  
l e v e l  o f  1 7 3  d B  r e  l t L P a  a t  t h e  s e t  f r e q u e n c i e s .  E x p e r i m e n t s  w e r e
r u n  w i t h  t h e  s o u r c e ( s )  e i t h e r  m o o r e d  o n  t h e  s e a f l o o r ,  o r  s u s p e n d e d  f r o m  t h e  s h i p  a t
f i x e d  d e p t h  -  n o m i n a l l y  3 0  m e t e r s .  W i t h  t h e  s o u r c e  s u s p e n a e d  f r o m  t h e  s h i p ,  s e v e r a l
d i f f e r e n t  o p e r a t i o n a l  c o n f i g u r a t i o n s  w e r e  u s e d  i n c l u d i n g  m o o r i n g  t h e  s h i p  t o  a c h i e v e
a  s t a t i o n a r y  s o u r c e  p o s i t i o n ,  a l l o w i n g  t h e  s h i p  t o  d r i f t  f r e e l y ,  o r  t o w i n g  t h e  s o u r c e
w i t h  t h e  s h i p .  T h e s e  c o n f i g u r a t i o n s  p l a y  a n  i m p o r t a n t  r o l e  i n  t h e  i n t e r p r e t a t i o n  o f
t h e  d a t a  a s  w i l  b e  s h o w n  i n  t h e  n e x t  c h a p t e r .
T h e  m e a s u r e m e n t  b u o y s  u s e d  i n  M O M A X ,  s c h e m a t i c a l l y  d e p i c t e d  i n  F i g u r e  4 - 2 ,
w e r e  d e v e l o p e d  a t  W H O I  s p e c i f i c a l l y  f o r  t h e s e  e x p e r i m e n t s .  E a c h  b u o y  c o n t a i n e d
a  c a l i b r a t e d  h y d r o p h o n e  s u s p e n d e d  a t  a  n o m i n a l  d e p t h  o f  3 0  m e t e r s  b y  a  s y s t e m
d e s i g n e d  t o  i s o l a t e  t h e  e f f e c t s  o f  w a v e  m o t i o n  o n  t h e  v e r t i c a l  m o t i o n  o f  t h e  p h o n e .
M e a s u r e m e n t s  o f  h y d r o p h o n e  d e p t h  u s i n g  p r e s s u r e  s e n s o r s  s h o w e d  a c t u a l  h y d r o p h o n e
d e p t h s  t o  b e  g r e a t e r  t h a n  3 0  m e t e r s ,  b u t  g e n e r a l l y  s t a b l e ,  k e e p i n g  d e p t h  t o  w i t h i n  a
m e t e r .  A  t y p i c a l  d e p t h  r e c o r d  f o r  a  s i n g l e  e x p e r i m e n t  i s  p l o t t e d  i n  f i g u r e  4 - 3 .  T h e
d a t a  r e c o r d  i n c l u d e s  d a t a  t a k e n  s t a r t i n g  b e f o r e  d e p l o y m e n t  a n d  c o n t i n u i n g  t h r o u g h
r e c o v e r y  o f  t h e  b u o y s .  A  d e p t h  r e a d i n g  o f  z e r o  i s  i n d i c a t e d  w h e n  t h e  b u o y  i s  o n
d e c k .  T h r o u g h o u t  t h e  c o u r s e  o f  t h e  e x p e r i m e n t ,  i t  w a s  o b s e r v e d  t h a t  d u r i n g  p e r i o d s
o f  a d v e r s e  w e a t h e r  a t  t h e  s u r f a c e ,  h y d r o p h o n e  d e p t h  v a r i a t i o n  i n c r e a s e d  a s  t h e  l i m i t s
o f  t h e  d a m p i n g  s y s t e m  w e r e  e x c e e d e d .  I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  b e t w e e n  t h e  s e c o n d
M O M A X  e x p e r i m e n t  a n d  t h e  S W A T  e x p e r i m e n t ,  t h e  h y d r o p h o n e  s u s p e n s i o n  a n d
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F i g u r e  4 - 3 :  H y d r o p h o n e  d e p t h  r e c o r d  f o r  t y p i c a l  M O M A X  e x p e r i m e n t a l  r u n .
d a m p i n g  s y s t e m  w a s  m o d i f i e d .  C o m p a r i n g  d e p t h  r e c o r d s  f r o m  b o t h  e x p e r i m e n t s ,  t h e
s y s t e m  u s e d  o n  t h e  o r i g i n a l  b u o y s  w a s  s u p e r i o r  t o  t h a t  o f  t h e  S W A T  e x p e r i m e n t .
T h i s  o b s e r v a t i o n  i s  i m p o r t a n t  b e c a u s e  d e p t h  d a t a  w a s  n o t  a v a i l a b l e  f o r  t h e  M O M A X
9 7  e x p e r i m e n t  t h a t  u s e d  t h e  o r i g i n a l  h y d r o p h o n e  s u s p e n s i o n  s y s t e m .
A c o u s t i c  d a t a  m e a s u r e d  a t  t h e  p h o n e s  w e r e  b r o a d c a s t  b a c k  t o  t h e  s h i p  i n  r e a l -
t i m e  o v e r  a  V H F  r a d i o  l i n k .  T h e  a n a l o g  s i g n a l s  w e r e  s a m p l e d  a t  3 2 5 5 . 2 0 8 3 3 3 3  H z
a n d  s t o r e d  t o  c o m p u t e r  h a r d  d i s k .  T h e  b u o y s  w e r e  a l s o  e q u i p p e d  w i t h  G P S  r e c e i v e r s
a n d  9 0 0  M H z  m o d e m s  f o r  t r a n s m i t t i n g  g e o g r a p h i c  c o o r d i n a t e s  b a c k  t o  t h e  s h i p  i n
r e a l - t i m e .  U s i n g  a  m a p p i n g  p r o g r a m  d e v e l o p e d  a s  p a r t  o f  t h i s  w o r k ,  a  r e a l - t i m e
d i s p l a y  o f  a l l  b u o y  a n d  s h i p  p o s i t i o n s  w a s  u s e d  t o  m o n i t o r  b u o y  l o c a t i o n s .  A d d i t i o n a l
G P S  r e c e i v e r s  w e r e  u s e d  t o  m e a s u r e  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  s u s p e n d e d  a c o u s t i c  s o u r c e s .
G P S  d a t a  w e r e  r e c o r d e d  a n d  s u b s e q u e n t l y  p r o c e s s e d  t o  a c h i e v e  a b s o l u t e  p o s i t i o n i n g
a c c u r a c y  t o  w i t h i n  1  m e t e r .  F u r t h e r ,  b y  e s t a b l i s h i n g  a  l o c a l  d i f f e r e n t i a l  G P S  s y s t e m
b e t w e e n  t h e  s o u r c e  s h i p  a n d  e a c h  b u o y ,  r e l a t i v e  p o s i t i o n s  b e t w e e n  t h e  s o u r c e  a n d
e a c h  r e c e i v e r  w e r e  m e a s u r e d  t o  s u b - m e t e r  a c c u r a c y  ( 1 9 J  ( 2 0 ) .
A p p l i c a t i o n  o f  H a n k e l  t r a n s f o r m  b a s e d  m e t h o d s  t o  t h e  m e a s u r e d  d a t a  r e q u i r e s
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a c c u r a t e  m e a s u r e m e n t s  o f  t h e  a c o u s t i c  p h a s e ;  c o n s e q u e n t l y  a  p r e c i s e  t i m e  b a s e  w a s
r e q u i r e d  f o r  b o t h  t h e  s o u r c e  a n d  r e c e i v e r  d a t a .  T h e  s o u r c e  s i g n a l  w a s  g e n e r a t e d  b y  a
f u n c t i o n  g e n e r a t o r  w i t h  a n  e x t e r n a l  c l o c k  c o n t r o l l e d  b y  a  T R A K  G  P S  c l o c k  a c c u r a t e
t o  w i t h i n  2 0 0  n a n o s e c o n d s  o f  t r u e  G P S  t i m e .  T h e  s a m e  c l o c k  w a s  u s e d  t o  d r i v e  t h e
d a t a  a c q u i s i t i o n  s y s t e m .  S y n c h r o n i z a t i o n  o f  t h e  t i m e  b a s e  f o r  t h e  s o u r c e  a n d  r e c e i v e r
s y s t e m s  a l l o w e d  v e r y  p r e c i s e  p h a s e  m e a s u r e m e n t s  t o  b e  m a d e  o f  t h e  a c o u s t i c  s i g n a L .
4 . 2 . 1  D a t a  R e d u c t i o n
T h e  a c o u s t i c  s i g n a l  w a s  g e n e r a t e d  a n d  t r a n s m i t t e d  a s  a  s u m  o f  s i n u s o i d s  f o r  t h e
f r e q u e n c i e s  o f  i n t e r e s t .  H o w e v e r ,  t h e  H a n k e l  t r a n s f o r m  m e t h o d  d e s c r i b e d  i s  f o r  a
s i n g l e  f r e q u e n c y .  T o  l o o k  a t  a  s i n g l e  f r e q u e n c y ,  t h e  d a t a  r e c e i v e d  o n  t h e  h y d r o p h o n e
w e r e  q u a d r a t u r e  d e m o d u l a t e d  a t  e a c h  o f  t h e  t r a n s m i t t e d  f r e q u e n c i e s  ( 5 J  b y  t a k i n g
t h e  F F T  o f  a p p r o x i m a t e l y  1 . 2 5  s e c o n d s  o f  d a t a  w i t h  t i m e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  c e n t e r
o f  t h e  F F T  w i n d o w .  C o m p l e x  p r e s s u r e  d a t a  a t  e a c h  f r e q u e n c y  w e r e  t a k e n  a s  t h e
r e a l  a n d  i m a g i n a r y  p a r t s  o f  t h e  r e s u l t i n g  t r a n s f o r m  a t  t h e  a p p r o p r i a t e  f r e q u e n c y
b i n s .  C a r e  w a s  t a k e n  t o  e n s u r e  t h a t  t h e  r e s u l t i n g  s p a t i a l  s a m p l i n g  w a s  o n  t h e  o r d e r
o f  a  p o i n t  e v e r y  m e t e r .  T h e  t o t a l  s i g n a l  i s  t r e a t e d  b y  s l i d i n g  a  w i n d o w  o f  a  g i v e n
n u m b e r  o f  p o i n t s  a n d  p e r f o r m i n g  t h e  F F T  a t  e a c h  s t e p .  A  h a l f - w i n d o w  o v e r l a p  w a s
u s e d  f o r  t h i s  p r o c e d u r e .  P h a s e  a c c u m u l a t i o n  w a s  a c c o u n t e d  f o r  b y  k e e p i n g  t r a c k
o f  t i m e  a c c u m u l a t e d  b e f o r e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  t r a n s f o r m  a t  e a c h  s t e p  a n d .  w r a p p i n g
a c c o r d i n g l y .
P o s i t i o n i n g  d a t a  w e r e  r e c o r d e d  i n d e p e n d e n t l y  o n  a  s e p a r a t e  s y s t e m .  T h e  a c o u s t i c
a n d  n a v i g a t i o n  d a t a  w e r e  m e r g e d  b y  f i n d i n g  t h e  u n i o n  o f  t i m e s  w h e r e  b o t h  a c o u s t i c
a n d  p o s i t i o n  d a t a  w e r e  r e c o r d e d .  P o s i t i o n i n g  d a t a  w e r e  a c q u i r e d  e v e r y  s e c o n d ,  a
s l i g h t l y  f a s t e r  r a t e  t h e n  t h e  d e m o d u l a t e d  a c o u s t i c  d a t a .  C o n s e q u e n t l y ,  t h e  a c o u s t i c
d a t a  w a s  i n t e r p o l a t e d  o n t o  a  t i m e  g r i d  c o m m o n  t o  t h e  G  P S  d a t a .  L i n e a r  i n t e r p o l a t i o n
w a s  u s e d  b y  c o n s i d e r i n g  t h e  r e a l  a n d  i m a g i n a r y  p a r t s  o f  t h e  c o m p l e x  s i g n a l  s e p a r a t e l y .
T h e  r e s u l t  o f  t h i s  s t e p  w a s  t o  p r o v i d e  d a t a  o n  a n  x y - g r i d  r e l a t i v e  t o  t h e  s o u r c e
1 0 7
p o s i t i o n e d  a t  t h e  o r i g i n .  S i m i l a r l y ,  t h e  d a t a  c o u l d  b e  i n t e r p o l a t e d  o n t o  a n  a b s o l u t e
p o s i t i o n  g r i d  b y  u s i n g  t h e  G P S  d a t a  g i v e n  i n  c o o r d i n a t e s  o f  l a t i t u d e  a n d  l o n g i t u d e .
4 . 3  M O M A X  9 7  a n d  S W A T  0 1
S i n c e  1 9 9 7 ,  t h r e e  d i f f e r e n t  M O M A X  t y p e  e x p e r i m e n t s  h a v e  b e e n  p e r f o r m e d .  T w o
o f  t h e  e x p e r i m e n t s  t o o k  p l a c e  o f f  t h e  c o a s t  o f  N e w  J e r s e y  a n d  w i l  b e  d i s c u s s e d  i n
t h i s  t h e s i s .  T h e  t h i r d  e x p e r i m e n t  t o o k  p l a c e  i n  t h e  G u l f  o f  M e x i c o ,  a b o u t  1 4 5  n m
w e s t / n o r t h w e s t  o f  K e y  W e s t ,  F l o r i d a .
4 . 3 . 1  E n v i r o n m e n t
T h e  f i r s t  m o d a l  m a p p i n g  e x p e r i m e n t  t o o k  p l a c e  i n  a b o u t  7 0  m e t e r s  o f  w a t e r  o f f  t h e
N J  c o a s t  i n  M a r c h  1 9 9 7 .  I n  O c t o b e r  2 0 0 1 ,  a n o t h e r  e x p e r i m e n t  w a s  c o n d u c t e d  i n  t h e
s a m e  a r e a  u n d e r  t h e  S h a l l o w  W a t e r  A c o u s t i c  T e c h n o l o g y  ( S W A T )  M e m o r a n d u m  o f
U n d e r s t a n d i n g  ( M O U )  b e t w e e n  t h e  U S  a n d  J a p a n .  T h e  o v e r a l l  S W A T  e x p e r i m e n t
w a s  a  j o i n t  e f f o r t  b e t w e e n  i n s t i t u t i o n s  f r o m  b o t h  t h e  U S  a n d  J a p a n .  I n  a d d i t i o n  t o
t h e  M O M A X  g r o u p  f r o m  W H O I ,  o t h e r  U S  p a r t i c i p a n t s  w e r e  t h e  N a v a l  R e s e a r c h  L a b -
o r a t o r y  ( N R L ) ,  a n d  t h e  U n i v e r s i t y  o f  M i a m i  ( U M ) .  T h e  J a p a n e s e  p a r t i c i p a n t s  w e r e
u n d e r  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  T e c h n i c a l  R e s e a r c h  a n d  D e v e l o p m e n t  I n s t i t u t e  ( T R D I ) .
T h e  g e n e r a l  o p e r a t i o n a l  a r e a  f o r  b o t h  e x p e r i m e n t s  w a s  w i t h i n  t h e  S T R A T A F O R M
s w a t h  m a p p i n g  s u r v e y  a r e a  s h o w n  i n  f i g u r e  4 - 4 .  S T R A T A  
F O R M  i s  a  p r o g r a m  o f
t h e  O f f c e  o f  N a v a l  R e s e a r c h  ( O N R )  t o  c o l l e c t  h i g h - r e s o l u t i o n  g e o p h y s i c a l  d a t a  i n
s h a l l o w - w a t e r  r e g i o n s  f o r  d e t e r m i n i n g  c o n t i n e n t a l  s h e l f  m o r p h o l o g y  a n d  s e d i m e n t
p r o p e r t i e s  ( 5 3 J  P r e s e n t l y  t h e r e  i s  a  c o n c e r t e d  O N R  e f f o r t  ( 5 6 )  b y  b o t h  g e o l o g i s t s
a n d  u n d e r w a t e r  a c o u s t i c i a n s  t o  c h a r a c t e r i z e  t h i s  r e g i o n  i n  t e r m s  o f  b o t h  i t s  g e o l o g i c
a n d  a c o u s t i c  p r o p e r t i e s .  T h e  M O M A X  e f f o r t  i s  c o n c e n t r a t e d  o n  e x a m i n i n g  t h e  r e -
l a t i o n s h i p  b e t w e e n  l o c a l  s u b - b o t t o m  s e d i m e n t  p r o p e r t i e s  a n d  l o w - f r e q u e n c y  a c o u s t i c
p r o p a g a t i o n .
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F i g u r e  4 - 4 :  M O M A X  E x p e r i m e n t  S i t e
1 0 9
S p e c i f i c a l l y ,  M O M A X  9 7  w a s  c o n c e n t r a t e d  i n  t w o  r e g i o n s  w i t h i n  t h e  S T R A T A F O R M
a r e a  c e n t e r e d  a t  7 3 . 1 7 ° W  L o n g i t u d e ,  3 9 . 0 6 °  N  L a t i t u d e  a n d  7 2 . 9 1 ° W  L o n g i t u d e ,
3 9 . 2 4 °  N  L a t i t u d e  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  H U N T E C  s i t e  a n d  S W A R M  s i t e ,  r e s p e c t i v e l y
T h e  H U N T E C  s i t e  w a s  w h e r e  a n  e x t e n s i v e  h i g h - r e s o l u t i o n  3 - D  s e i s m i c  s u r v e y  w a s
c o n d u c t e d  w i t h  t h e  d i s c o v e r y  o f  a  c o m p l e x  i n t e r n a l  s e d i m e n t  s t r u c t u r e  u n d e r l y i n g  a
m o r e  b e n i g n  s e a f l o o r  s u r f a c e  ( 1 6 J .  S W A R M  r e f e r s  t o  t h e "  S h a l l o w  W a t e r  A c o u s t i c  i n
R a n d o m  M e d i u m "  e x p e r i m e n t  t h a t  t o o k  p l a c e  i n  1 9 9 5  ( 3 ) .  T h e  S W A T  e x p e r i m e n t  r e -
v i s i t e d  t h e  H U N T E C  a n d  S W A R M  s i t e s  w i t h  f o c a l  p o i n t s  n e a r  7 3 . 1 5 ° W ,  3 9 . 0 0 °  N a n d
7 2 . 8 5 ° W ,  3 9 . 3 0 °  N ,  r e s p e c t i v e l y .  E a c h  o f  t h e s e  l o c a t i o n s  i s  w i t h i n  a  r e g i o n  r e f e r r e d  t o
a s  t h e  " o u t e r  s h e l f  s e d i m e n t  w e d g e "  ( 1 6 ) .  T h i s  r e g i o n  e x t e n d s  a l o n g  t h e  e d g e  o f  t h e
N e w  J e r s e y  s h e l f  f o r  1 5 0  k m  s o u t h w e s t  o f  H u d s o n  C a n y o n .  T h e  e n t i r e  r e g i o n  c a n  b e
c h a r a c t e r i z e d  b y  a  l a y e r  o f  s o f t  s e d i m e n t s  o f  v a r y i n g  d e g r e e s  o f  t h i c k n e s s  a n d  s t r a t -
i f i c a t i o n  o v e r l y i n g  a  p r o m i n e n t  s u b - s u r f a c e  s e i s m i c  r e f l e c t o r ,  d e s i g n a t e d  " R " .  I n  t h e
r e g i o n  o f  t h e  M O M A X  e x p e r i m e n t s  t h e  s e d i m e n t  l a y e r  i s  t h i n  a n d  i s  t h o u g h t  t o  b e  a
h o m o g e n e o u s  m i x t u r e  o f  s i l t y  a n d  s a n d y  c l a y  ( 1 6 ) .  A d d i t i o n a l l y ,  3 - D  s e i s m i c  r e f l e c t i o n
s u r v e y s  h a v e  i d e n t i f i e d  r e g i o n s  w i t h i n  t h e  w e d g e  w h e r e  t h e  s e d i m e n t  l a y e r  i s  p a t c h y .
I n  s o m e  r e g i o n s ,  t h e  r e f l e c t o r  R  b r e a k s  t h e  s u r f a c e  a n d  s u b - R  s e d i m e n t s  a r e  e x p o s e d .
I n  t h e s e  r e g i o n s  a  c o m p l e x  s y s t e m  o f  s u b - m a r i n e  c h a n n e l s  h a s  b e e n  i d e n t i f i e d  t h a t  a r e
b e l i e v e d  t o  h a v e  b e e n  c a u s e d  b y  a n  e r o s i o n a l  e p i s o d e  w h i c h  o c c u r r e d  d u r i n g  t h e  l a s t
( W i s c o n s i n a n )  p e r i o d  o f  l o w  s e a  l e v e L .  B a t h y m e t r y  f o r  t h e  a r e a  i s  r e l a t i v e l y  b e n i g n
w i t h  d e p t h  g r a d u a l l y  i n c r e a s i n g  a l o n g  l i n e s  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  s h e l f  b r e a k .
4 . 4  S u m m a r y  o f  M e a s u r e m e n t s
4 . 4 . 1  M O M A X  9 7
D u r i n g  t h e  c o u r s e  o f  M O M A X  9 7 ,  a  t o t a l  o f  8  s e p a r a t e  e x p e r i m e n t s  w e r e  c o n d u c t e d .
E x p e r i m e n t s  1 - 7  w e r e  d o n e  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  H U N T E C ,  a n d  e x p e r i m e n t  8  w a s  c o n -
d u c t e d  a t  t h e  S W A R M  s i t e .  T a b l e  4 . 1  p r o v i d e s  a  s u m m a r y  o f  t h e  d i f f e r e n t  e x p e r i m e n t s
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T a b l e  4 . 1 :  O v e r v i e w  o f  s o u r c e  a n d  b u o y  d e p l o y m e n t s  f o r  M O M A X  9 7 .
i n c l u d i n g  s i t e  l o c a t i o n  a l o n g  w i t h  t h e  t y p e  o f  s o u r c e  a n d  t h e  b u o y s  d e p l o y e d .  S o u r c e
f r e q u e n c i e s  f o r  t h e  J - 1 5  w e r e  s e t  a t  5 0 ,  7 5 ,  1 2 5 ,  a n d  1 7 5  H z  f o r  a l l  e x p e r i m e n t s ,  a n d
t h e  W e b b  s o u r c e  o p e r a t e d  a t  2 0 0  a n d  3 0 0  H z .
T h r o u g h o u t  t h e  e x p e r i m e n t ,  e n v i r o n m e n t a l  d a t a  w e r e  c o l l e c t e d  i n  t h e  f o r m  o f  C T D
d a t a  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  s o u n d  v e l o c i t y  i n  t h e  w a t e r  c o l u m n ,  a s  w e l l  a s  c u r r e n t  d a t a .
E a c h  b u o y  a n d  t h e  s o u r c e  w e r e  a l s o  e q u i p p e d  w i t h  t e m p e r a t u r e  s e n s o r s  t h a t  r e c o r d e d
t e m p e r a t u r e  c o n t i n u o u s l y  t h r o u g h o u t  t h e  e x p e r i m e n t s .  A s  s h o w n  i n  F i g u r e  4 - 5 ,  s o u n d
v e l o c i t y  i n  t h e  w a t e r  c o l u m n  w a s  g e n e r a l l y  i s o v e l o c i t y  t o  a  d e p t h  o f  b e t w e e n  3 0 - 3 5
m e t e r s ,  u p w a r d  r e f r a c t i n g  b e t w e e n  3 5 - 6 0  m e t e r s ,  a n d  i s o v e l o c i t y  f o r  d e p t h s  g r e a t e r
t h e n  a b o u t  6 0  m e t e r s .  I n  a d d i t i o n  t o  t h e  w a t e r  c o l u m n  m e a s u r e m e n t s ,  c h i r p  s o n a r
d a t a  w e r e  c o l l e c t e d  a l o n g  t h e  d r i f t  t r a c k s  o f  t h e  i n d i v i d u a l  b u o y s  a n d  t h e  s o u r c e  f o r
m a n y  o f  t h e  e x p e r i m e n t s .  T h e  c h i r p  w a s  o p e r a t e d  f o r  a  f r e q u e n c y  r a n g e  o f  3 - 6  k H z
a n d  w a s  t o  p r o v i d e  d e t a i l e d  b a t h y m e t r y  d a t a  o v e r  t h e  c o u r s e  o f  e a c h  e x p e r i m e n t .
A d d i t i o n a l l y ,  t h e  c h i r p  d a t a  c o u l d  b e  u s e d  t o  i n d i c a t e  q u a l i t a t i v e l y  t h e  s t r a t i g r a p h y
i n  t h e  r e g i o n  o f  t h e  i n d i v i d u a l  e x p e r i m e n t s .  U n f o r t u n a t e l y ,  f o r  t h i s  e x p e r i m e n t ,  d a t a
r e c o r d e d  o n  D A T  t a p e s  f o r  a r c h i v i n g  w e r e  n o t  u s a b l e  f o r  f u r t h e r  a n a l y s i s  s o  n o  q u a n -
t i t a t i v e  a n a l y s i s  o f  t h e  C H I R P  d a t a  w a s  p o s s i b l e .  H o w e v e r ,  a s  p a r t  o f  t h e  S W A T
e x p e r i m e n t ,  a  s e p a r a t e  C H I R P  s u r v e y  w a s  c o n d u c t e d  i n  t h e  S T R A T A F O R M  a r e a  i n
t h e  v i c i n i t y  o f  H U N T E C  a n d  S W A R M .  A s  t h i s  d a t a  b e c o m e s  a v a i l a b l e ,  r e g i o n s  o f
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T a b l e  4 . 2 :  O v e r v i e w  o f  s o u r c e  a n d  b u o y  d e p l o y m e n t s  f o r  S W A T .
o v e r l a p  w i t h  t h e  M O M A X  9 7  e x p e r i m e n t a l  d a t a  w i l  b e  s o u g h t  o u t  t o  s u p p l e m e n t
t h e  e n v i r o n m e n t a l  c h a r a c t e r i z a t i o n .
L o w - f r e q u e n c y  a c o u s t i c  d a t a  w a s  t a k e n  a t  2 0 ,  5 0 ,  7 5 ,  a n d  1 2 5  H z  w i t h  a  s o u r c e  l e v e l
o f  1 7 4  d B  r e  1  f -  P a  u s i n g  t h e  J - 1 5  s o u r c e  s u s p e n d e d  f r o m  t h e  s h i p .  I t  w a s  i n t e n d e d
t h a t  t h e  s h i p  b e  m o o r e d  o r  a t  a n c h o r  t o  p r o v i d e  f o r  s t a t i o n a r y  s o u r c e  m e a s u r e m e n t s .
H o w e v e r ,  d u e  t o  w e a t h e r  c o n d i t i o n s  t h e  s h i p  c o u l d  n o t  b e  a n c h o r e d  a n d  t h e  e x p e r -
i m e n t s  w e r e  c o n d u c t e d  w i t h  t h e  s h i p  e i t h e r  d r i f t i n g  f r e e l y  o r  t o w i n g  t h e  s o u r c e  a t
a  c o n s t a n t  s p e e d .  D u r i n g  e x p e r i m e n t s  5  a n d  7  t h e  W e b b  s o u r c e  w a s  m o o r e d  a n d
s u s p e n d e d  a b o u t  I  m e t e r  o f f  t h e  s e a f l o o r  a n d  o p e r a t e d  a t  2 0 0  a n d  3 0 0  H z .  U n f o r t u -
n a t e l y ,  t h e  i n t e r n a l  c l o c k  o n  t h e  W e b  s o u r c e  b e c a m e  u n s t a b l e  d u r i n g  t h e  e x p e r i m e n t s
a n d  t h e  d a t a  w e r e  u n u s a b l e .
4 . 4 . 2  S W A T
T h e  S W A T  e x p e r i m e n t  w a s  c o m p r i s e d  o f  5  d i f f e r e n t  e x p e r i m e n t  r u n s ,  t w o  n e a r  t h e
S W A R M  s i t e  a n d  3  n e a r  H U N T E C .  T h e  s o u r c e  a n d  b u o y  d e p l o y m e n t  o v e r v i e w  i s
g i v e n  i n  t a b l e  4 . 2 .  F r e q u e n c i e s  a r e  l i s t e d  s e p a r a t e l y  a s  t h e  n u m b e r  a n d  v a l u e  o f  t r a n s -
m i t t i n g  f r e q u e n c i e s  c h a n g e d  f o r  e a c h  r u n .  A s  o r i g i n a l l y  p l a n n e d ,  e a c h  o f  t h e  S W A T
e x p e r i m e n t s  w a s  t o  u s e  t w o  s o u r c e s  t r a n s m i t t e d  4  f r e q u e n c i e s  s i m u l t a n e o u s l y  O f
p a r t i c u l a r  i n t e r e s t ,  w a s  t h e  2 0  H z  s i g n a l  p r o v i d e d  b y  t h e  I H I  s o u r c e .  U n f o r t u n a t e l y ,
d u e  t o  t e c h n i c a l  p r o b l e m s ,  t h e  I H I  s o u r c e  w a s  o n l y  o p e r a b l e  d u r i n g  t h e  f i r s t  r u n .  A s
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F i g u r e  4 - 6 :  S o u n d  s p e e d  v a r i a b i l i t y  d u r i n g  S W A T  e x p e r i m e n t  1  d e t e r m i n e d  f r o m
t e m p e r a t u r e  v a r i a b i l i t y  r e c o r d e d  o n  N R L  T - s t r i n g .
i n  M O M A X  9 7 ,  t h e  a c o u s t i c  e x p e r i m e n t s  w e r e  s u p p o r t e d  b y  a  v a r i e t y  o f  e n v i r o n m e n -
t a l  m e a s u r e m e n t s  i n c l u d i n g  C T D s ,  X C T D s ,  a n d  X B T s ,  a l o n g  w i t h  t e m p e r a t u r e  a n d
d e p t h  s e n s o r s  o n  b o t h  s o u r c e s  a n d  r e c e i v e r s .  A d d i t i o n a l  a s s e t s  i n c l u d e d  s t a t i o n a r y
t e m p e r a t u r e  s t r i n g  ( T - s t r i n g )  m o o r i n g s ,  d e p l o y e d  b y  N R L ,  t h a t  s p a n n e d  t h e  w a t e r
c o l u m n  t o  p r o v i d e  a  c o n t i n u o u s  r e c o r d  o f  t h e  t e m p e r a t u r e  v a r i a b i l i t y  d u r i n g  t h e  e x -
p e r i m e n t .  C o n v e r t i n g  t h e  t e m p e r a t u r e  v a r i a t i o n s  r e c o r d e d  o n  t h e  T - s t r i n g  t o  s o u n d
s p e e d  u s i n g  W i l s o n ' s  e q u a t i o n  ( 8 3 J ,  a s s u m i n g  a  c o n s t a n t  s a l i n i t y  v a l u e ,  a n  e x a m p l e  o f
t h e  s o u n d  s p e e d  v a r i a b i l i t y  m e a s u r e d  d u r i n g  S W A T  e x p e r i m e n t  1  i s  s h o w n  i n  f i g u r e
4 - 6 .  T h r o u g h o u t  t h e  c o u r s e  o f  t h e  e x p e r i m e n t ,  t h e  t e m p e r a t u r e  p r o f i l e  s h o w e d  t h e
w a t e r  c o l u m n  t o  b e  w a r m  n e a r  t h e  s u r f a c e  a n d  c o o l e r  n e a r  t h e  b o t t o m  i n d i c a t i n g  a
d o w n w a r d  r e f r a c t i n g  s o u n d  s p e e d  p r o f i l e .  A s  s h o w n  i n  t h e  p i c t u r e ,  t h e  l o c a t i o n  o f  t h e
b o u n d a r y  b e t w e e n  t h e  w a r m  a n d  c o o l  m i x e d  l a y e r s  w a s  t i m e  d e p e n d e n t  w i t h  a  v a r i -
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a t i o n  o f  1 0  t o  1 5  m e t e r s  i n  d e p t h  o v e r  t h e  c o u r s e  o f  t h e  e x p e r i m e n t .  T h i s  v a r i a b i l i t y
w o u l d  b e  o f  c o n c e r n  i f  p e r f o r m i n g  w a v e n u m b e r  t r a n s f o r m s  o v e r  t h e  e n t i r e  d a t a  s e t .
H o w e v e r ,  i t  w i l  b e  s h o w n  f o r  t h e  d a t a  s e t s  c o n s i d e r e d  t h a t  t h e  s o u n d  s p e e d  v a r i a b i l i t y
c a n  b e  c o n s i d e r e d  l o c a l l y  s t a t i o n a r y .
H i g h - r e s o l u t i o n  c h i r p  s o n a r  d a t a  a n d  s e d i m e n t  c o r e s  w e r e  a l s o  p e r f o r m e d  i n  t h e
a r e a .  T h e s e  d a t a  a r e  b e i n g  a n a l y z e d  s e p a r a t e l y  a n d  r e s u l t s  a r e  a n t i c i p a t e d  f o r  f u t u r e
c o m p a r i s o n  w i t h  i n v e r s i o n  r e s u l t s  o b t a i n e d  a s  p a r t  o f  t h i s  t h e s i s  w o r k .  I n  t h e  f o l l o w i n g
c h a p t e r ,  d a t a  f r o m  t h e  M O M A X  9 7  a n d  S W A T  e x p e r i m e n t s  w i l  b e  d i s c u s s e d  a n d
a n a l y z e d .
1 1 5
C h a p t e r  5
D a t a  A n a l y s i s
5 . 1  I n t r o d u c t i o n
I n  t h i s  c h a p t e r  s o m e  o f  t h e  a n a l y s i s  t e c h n i q u e s  d i s c u s s e d  i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r s  a r e
a p p l i e d  t o  t h e  M O M A X  e x p e r i m e n t a l  d a t a .
5 . 2  S p a t i a l  m e a s u r e m e n t s  o f  c o m p l e x - p r e s s u r e  f i e l d s
T h e  M O M A X  e x p e r i m e n t s  w e r e  n o v e l  i n  t h a t  t h e y  c o m b i n e d  m e a s u r e m e n t s  o f  a c o u s -
t i c  f i e l d  d a t a  w i t h  n a v i g a t i o n  d a t a  p r o v i d e d  b y  G P S .  P r e v i o u s  s y n t h e t i c  a p e r t u r e  e x -
p e r i m e n t s  t y p i c a l l y  u s e d  e i t h e r  a c o u s t i c  o r  r a d a r  r a n g i n g  s y s t e m s  t o  m e a s u r e  s o u r c e / r e c e i v e r
s e p a r a t i o n  d i s t a n c e s  ( 4 8 )  T h e  n o m i n a l  a c c u r a c y  p r o v i d e d  b y  t h e s e  s y s t e m s  w a s  a b o u t
o n e  m e t e r ,  w h e r e  r a d a r  r a n g i n g  w a s  t y p i c a l l y  b e t t e r  a t  l o n g e r  s e p a r a t i o n  d i s t a n c e s
a n d  a c o u s t i c  m e t h o d s  u s e d  f o r  n e a r  r a n g e s .  U s i n g  G P S ,  s u b - m e t e r  p o s i t i o n i n g  a c c u -
r a c y  c o u l d  b e  o b t a i n e d  f o r  s o u r c e / r e c e i v e r  s e p a r a t i o n  d i s t a n c e s  ( 1 9 )  ( 2 0 J  ( 3 1 )  w i t h  n o
r e s t r i c t i o n  o n  t h e  r a n g e s .  F u r t h e r ,  a b s o l u t e  p o s i t i o n i n g  o n  a  g e o s p a t i a l  g r i d  c o u l d  b e
d e t e r m i n e d  t o  w i t h i n  1  m .
I n  o r d e r  t o  t r a n s f o r m  t h e  c o m p l e x  p r e s s u r e  d a t a  i n t o  i t s  w a v e n u m b e r  r e p r e s e n -
t a t i o n ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  a c c u r a t e l y  m e a s u r e  t h e  p h a s e  o f  t h e  s i g n a L .  B e c a u s e  t h e
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M e t e  r s  E a s t
F i g u r e  5 - 1 :  5 0  H z  s p a t i a l  p r e s s u r e  f i e l d  m e a s u r e d  w i t h  s o u r c e  l o c a t e d  a t  t h e  o r i g i n
o f  t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m .  T o p  p l o t  i s  p r e s s u r e  m a g n i t u d e ,  c e n t e r  p l o t  i s  p h a s e ,  a n d
b o t t o m  p l o t  i s  d r i f t e r  t r a c k  g e o m e t r y .
M e t e r s  N o r t h
- 5 0 0  - 2 5 0 0
M O M A X  a p p r o a c h  i s  n e w ,  i t  i s  w o r t h w h i l e  t o  e x a m i n e  t h e  p h a s e  o f  t h e  a c o u s t i c
s i g n a l  i n  o r d e r  t o  b o t h  c o m m e n t  o n  i t s  q u a l i t y  a n d  a l s o  p o s s i b l y  g a i n  i n s i g h t  i n t o
t h e  s h a l l o w  w a t e r  p r o p a g a t i o n  p r o b l e m .  F i g u r e  5 - 1  s h o w s  5 0  H z  c o m p l e x  p r e s s u r e
m e a s u r e d  o n  a  t w o - d i m e n s i o n a l  g r i d  r e l a t i v e  t o  t h e  s o u r c e  p o s i t i o n .  T h e  e f f e c t s  o f
t h e  s o u r c e / r e c e i v e r  m o t i o n  a r e  c l e a r  i n  b o t h  t h e  m a g n i t u d e  a n d  p h a s e  p l o t s  a s  t h e
r e c e i v e r  m o v e s  o u t  i n  r a n g e  f r o m  t h e  s o u r c e  a n d  t h e n  t u r n s  a n d  m o v e s  b r o a d s i d e
t o  t h e  s o u r c e .  R e f e r r i n g  b a c k  t o  t h e  m o d a l  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  p r e s s u r e  f i e l d  g i v e n
b y  e q u a t i o n  ( 2 . 3 6 )  i n  c h a p t e r  2 ,  t h e  p h a s e  o f  t h e  c o m p l e x  p r e s s u r e  f i e l d  m e a s u r e d
i n  s p a c e  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  r a n g e .  U s i n g  t h e  r a d i a t i o n  c o n d i t i o n  a n d  t h e  p a r a x i a l
a p p r o x i m a t i o n  f o r  h o r i z o n t a l  w a v e n u m b e r s ,  g i v e n  b y
k n  =  k V l  -  E n  ~  k ( 1  -  E n / 2 )  f o r  E n  - : - :  1 ,
( 5 . 1 )
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a n  a p p r o x i m a t e  e x p r e s s i o n  c a n  b e  d e r i v e d  r e l a t i n g  t h e  t i m e  r a t e  o f  c h a n g e  o f  t h e
p h a s e  t o  t h e  s e p a r a t i o n  r a n g e  r a t e  b e t w e e n  s o u r c e  a n d  r e c e i v e r  ( 3 3 J ,
d r  1  d q ,
d t  ~  k  d t  '
( 5 . 2 )
w h e r e  k  i s  a  t y p i c a l  w a v e n u m b e r .  T h e  r e s u l t i n g  e x p r e s s i o n  c a n  b e ,  i n t e g r a t e d  i n  t i m e
t o  y i e l d  a  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  p h a s e  a n d  t h e  s o u r c e - r e c e i v e r  r a n g e ,
q ,
r = r o + k ,
( 5 . 3 )
w h e r e  r  0  i s  t h e  r a n g e  f r o m  s o u r c e  t o  r e c e i v e r  a t  i n i t i a l  t i m e  t o '  F r o m  t h e s e  r e l a t i o n s h i p s
i t  i s  c l e a r  t h a t  a s  s o u r c e / r e c e i v e r  s e p a r a t i o n  d i s t a n c e s  i n c r e a s e ,  p h a s e  w r a p s  w i t h  a
p o s i t i v e  s l o p e ,  a n d  w r a p s  w i t h  a  n e g a t i v e  s l o p e  w h e n  d i s t a n c e s  a r e  d e c r e a s i n g .  T h e s e
e f f e c t s  a r e  e v i d e n t  i n  f i g u r e  5 - 2  w h e r e  c o m p l e x  p r e s s u r e  i s  p l o t t e d  a s  a  f u n c t i o n  o f
t i m e .  T h e  t o p  t w o  p l o t s  a r e  c o m p l e x  p r e s s u r e  m a g n i t u d e  a n d  p h a s e ,  a n d  t h e  b o t t o m
p l o t s  a r e  s e p a r a t i o n  d i s t a n c e  b e t w e e n  s o u r c e  a n d  r e c e i v e r  m e a s u r e d  u s i n g  G P S  a n d
c a l c u l a t e d  u s i n g  e q u a t i o n  ( 5 . 3 )  w i t h  i n i t i a l  r a n g e ,  r o ,  a s s u m e d  k n o w n  a s  d e t e r m i n e d
b y  a  p o i n t  G P S  m e a s u r e m e n t  a t  t o '  O f  p a r t i c u l a r  i n t e r e s t  f o r  t h i s  d a t a  s e t  i s  h o w
w e l l  t h e  p h a s e  t r a c k s  t h e  r e l a t i v e  s o u r c e / r e c e i v e r  p o s i t i o n s  t h r o u g h  t h e  t u r n i n g  p o i n t
w h e r e  t h e  p h a s e  r e v e r s e s  i t s e l f  w h e n  g o i n g  f r o m  o p e n i n g  i n  r a n g e  t o  c l o s i n g  i n  r a n g e .
F i g u r e  5 - 3  i s  a  p l o t  o f  r a n g e  r a t e s  d e t e r m i n e d  f r o m  b o t h  G  P S  m e a s u r e m e n t s  a n d
p h a s e  m e a s u r e m e n t s  a t  5 0  H z  u s i n g  e q u a t i o n  ( 5 . 2 ) .  F r o m  t h e  f i g u r e s ,  i t  i s  c l e a r  t h a t
t h e r e  i s  g o o d  a g r e e m e n t  b e t w e e n  t h e  m e a s u r e m e n t s  f o r  s o u r c e / r e c e i v e r  p o s i t i o n i n g
u s i n g  b o t h  G P S  a n d  a c o u s t i c  p h a s e .  U s i n g  t h i s  t y p e  o f  a n a l y s i s  o n  d a t a  a c q u i r e d
u s i n g  G P S  n a v i g a t e d  b u o y s  t h u s  s h o w s  g r e a t  p r o m i s e  f o r  d o i n g  s o u r c e  l o c a l i z a t i o n
a n d  t r a c k i n g  u s i n g  m e a s u r e d  p h a s e  d a t a  ( 5 8 ) .
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F i g u r e  5 - 2 :  5 0  H z  d a t a  p l o t t e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  t i m e  w i t h  c o r r e s p o n d i n g  s e p a r a t i o n
d i s t a n c e  b e t w e e n  s o u r c e  a n d  r e c e i v e r  I n i t i a l  r a n g e  f o r  b o t t o m  p l o t  d e t e r m i n e d  f r o m
a  s i n g l e  G P S  m e a s u r e m e n t .
5 . 3  W a v e n u m b e r  a n a l y s i s  o f  M O M A X  d a t a
5 . 3 . 1  G e o m e t r i c a l  i n t e r p r e t a t i o n
G i v e n  t h e  p r e v i o u s  d i s c u s s i o n  o f  t h e  c o m p l e x  p r e s s u r e  f i e l d  m e a s u r e m e n t s  f r o m  t h e
M O M A X  e x p e r i m e n t s ,  i t  i s  o f  i n t e r e s t  t o  l o o k  a t  r e s u l t s  i n  t h e  w a v e n u m b e r  d o m a i n .
A s  d i s c u s s e d  i n  c h a p t e r  2 ,  H a n k e l  t r a n s f o r m  b a s e d  m e t h o d s  a r e  t o  b e  u s e d  f o r  e x a m i n -
i n g  h o r i z o n t a l  w a v e n u m b e r  c o n t e n t  o f  t h e  p r o p a g a t i n g  f i e l d s .  B e c a u s e  t h e s e  m e t h o d s
a r e  b a s e d  o n  a  r a d i a l  g e o m e t r y ,  t h e  m e a s u r e d  t w o - d i m e n s i o n a l  s p a t i a l  p r e s s u r e  d a t a
m u s t  b e  m a p p e d  t o  a  r a d i a l  g r i d .  O f  c o u r s e ,  t h i s  i s  n o t  i d e a l ;  i t  w o u l d  b e  p r e f e r a b l e
t o  u s e  t h e  f u l l  t w o - d i m e n s i o n a l  i n v e r s e  t r a n s f o r m  r e l a t i o n s h i p  g i v e n  b y  ( 2 . 8 ) ,  b u t  t h e
s p a r s e  n a t u r e  o f  t h e  m e a s u r e m e n t s  p r e c l u d e s  i t s  u s e .  A  f u r t h e r  r e q u i r e m e n t  o f  t h e
H a n k e l  t r a n s f o r m  b a s e d  m e t h o d s  i s  t h a t  d a t a  a n a l y s i s  i s  l i m i t e d  t o  d a t a  w h e r e  t h e
s o u r c e  a n d  r e c e i v e r  a r e  e i t h e r  m o n o t o n i c a l l y  o p e n i n g  o r  c l o s i n g  i n  r a n g e .  G i v e n  t h i s
1 1 9
E X P 2  S h e m p  S p e e d  v s  T i m e  ( 6 0  s e c o n d  a v e r a g e  5 0  H z )
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2 0
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G M T  H o u r s
2 2 . 5 2 3 2 3 . 5
F i g u r e  5 - 3 :  S o u r c e / r e c e i v e r  s e p a r a t i o n  s p e e d s  d e t e r m i n e d  f r o m  G P S  a n d  p h a s e  m e a -
s u r e m e n t s  o f  5 0  H z  c o m p l e x - p r e s s u r e  f i e l d .
r e q u i r e m e n t ,  s p a t i a l  d a t a  m u s t  f i r s t  b e  m a p p e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  r a n g e  i n d i c a t i n g  t h e
s e p a r a t i o n  d i s t a n c e  b e t w e e n  s o u r c e  a n d  r e c e i v e r .  F r o m  t h i s  m a p p i n g ,  d a t a  c a n  b e
s e l e c t e d  w i t h  s u f f c i e n t  r a n g e  a p e r t u r e s  f o r  r e s o l v i n g  i n d i v i d u a l  m o d e s .  R e f e r r i n g  t o
f i g u r e  5 - 2 ,  d a t a  m e a s u r e d  f o r  G M T  t i m e s  b e t w e e n  2 0  a n d  2 2 . 6  h o u r s  i s  m o n o t o n i -
c a l l y  i n c r e a s i n g  w i t h  r a n g e  a n d  s u i t a b l e  f o r  H a n k e l  t r a n s f o r m  b a s e d  p r o c e s s i n g .  T h e
m e t h o d  f o r  m a p p i n g  t o  a  s i m p l e  r a n g e  g r i d  f r o m  a n  a r b i t r a r y  d r i f t  p a t h  i s  i l u s t r a t e d
c o n c e p t u a l l y  i n  f i g u r e  5 - 4 .  H a v i n g  m a p p e d  t h e  s y n t h e t i c  a p e r t u r e  d a t a  t o  a  f u n c t i o n
o f  r a n g e  r e l a t i v e  t o  t h e  s o u r c e ,  o t h e r  c o n s i d e r a t i o n s  m u s t  b e  g i v e n  t o  i n t e r p r e t a t i o n
o f r e s u l t s  g i v e n  t h e  f u l l  t w o - d i m e n s i o n a l  g e o m e t r y  o f  t h e  s o u r c e / r e c e i v e r  p a t h s .  M u c h
l i k e  i n  t h e  s y n t h e t i c  a p e r t u r e  e x p e r i m e n t s  f o r  l i n e a r  a r r a y s ,  a s s u m p t i o n s  a r e  m a d e  a s
t o  t h e  l o c a l  n a t u r e  o f  t h e  m e a s u r e m e n t s .  W a v e n u m b e r  c o n t e n t  e x t r a c t e d  f o r  a  g i v e n
r a n g e  i n t e r v a l  i s  a t t r i b u t e d  t o  l o c a l  w a v e g u i d e  p r o p e r t i e s  f o r  t h a t  r a n g e  i n t e r v a l .  S i m -
i l a r l y ,  i n  t h i s  w o r k ,  l o c a l  w a v e g u i d e  p r o p e r t i e s  a r e  a t t r i b u t e d  t o  m e a s u r e m e n t s  m a d e
o v e r  t h e  l o c a l  2 - D  s p a t i a l  g r i d .  T h u s ,  l o c a l  i n v e r s i o n  r e s u l t s  f o r  a  g i v e n  s u b - a p e r t u r e
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F i g u r e  5 - 4 :  S c h e m a t i c  r e p r e s e n t i n g  m a p p i n g  o f  s p a t i a l  p r e s s u r e  d a t a  t o  a  r a n g e  g r i d .
o f  d a t a ,  m u s t  b e  g i v e n  i n  t e r m s  o f  b o t h  r a n g e  a n d  b e a r i n g  r e l a t i v e  t o  t h e  s o u r c e .  A l -
t h o u g h  n o t  m u c h  m o r e  w i l  b e  s a i d  r e g a r d i n g  t h i s  i s s u e  f o r  t h e  r e s u l t s  t h a t  f o l l o w ,  i t
b e c o m e s  a n  i s s u e  w h e n  s y n t h e s i z i n g  r e s u l t s  f r o m  m u l t i p l e  e x p e r i m e n t s  i n  a  p a r t i c u l a r
r e g i o n .  A d d i t i o n a l l y ,  w h e n  m a p p i n g  t h e  d a t a  t o  t h e  r a n g e  g r i d ,  c o n s i d e r a t i o n  m u s t
b e  g i v e n  t o  t h e  p r o j e c t i o n  a n g l e  o f  t h e  d a t a  o n t o  t h e  l o c a l  r a d i a L .  D e p e n d i n g  o n  t h e
n a t u r e  o f  t h e  s p a t i a l  v a r i a b i l i t y  o f  t h e  w a v e g u i d e ,  d a t a  w h i c h  c r o s s e s  m a n y  l i n e s  o f
a z i m u t h ,  w h i l e  h a v i n g  a  m o n o t o n i c  r a n g e  s e p a r a t i o n ,  m a y  h a v e  t o  b e  i n t e r p r e t e d  d i f -
f e r e n t l y  t h e n  d a t a  w h i c h  i s  t a k e n  a l o n g  a  c o n s t a n t  b e a r i n g .  A n  e x a m p l e  w o u l d  b e  t h e
c a s e  w h e r e  t h e  b a t h y m e t r y  a p p r o x i m a t e s  a  w e d g e .  I n  t h i s  c a s e  t h e  i n t e r p r e t a t i o n  o f
w a v e n u m b e r  e v o l u t i o n  d e p e n d s  o n  t h e  o r i e n t a t i o n  o f  t h e  r e c e i v e r  t r a c k  t o  t h e  s o u r c e .
F o r  a  t r a c k  w h e r e  t h e  r e c e i v e r  t r a v e l s  p e r p e n d i c u l a r  t o  l i n e s  o f  c o n s t a n t  b a t h y m e t r y ,
w a v e n u m b e r  e v o l u t i o n  c a n  b e  a t t r i b u t e d  s o l e l y  t o  r a n g e - d e p e n d e n c e  o f  t h e  e n v i r o n -
m e n t .  I f  t h e  r e c e i v e r  t r a c k  s l o w l y  s p i r a l s  a r o u n d  t h e  s o u r c e ,  w a v e n u m b e r  e v o l u t i o n
w o u l d  b e  d u e  t o  b o t h  a z i m u t h a l -  a n d  r a n g e - d e p e n d e n t  c h a n g e s  i n  t h e  e n v i r o n m e n t .
F o r  t h i s  t h e s i s  w o r k ,  d a t a  a r e  c o n s i d e r e d  f o r  c a s e s  w h e r e  t h e  s o u r c e / r e c e i v e r  g e o m e t r y
i s  d o m i n a t e d  b y  t h e i r  s e p a r a t i o n  i n  r a n g e  w i t h  l i m i t e d  c h a n g e s  i n  r e l a t i v e  b e a r i n g .
1 2 1
A s  s u c h ,  w h e n  m a p p i n g  t h e  d a t a  t o  a  r a n g e - g r i d ,  a z i m u t h a l  s y m m e t r y  i s  a s s u m e d
o v e r  t h e  a p e r t u r e s  c o n s i d e r e d .  I n  f u t u r e  w o r k ,  a s  m o r e  o f  t h e  d a t a  a r e  a n a l y z e d ,  i n -
c l u d i n g  m o r e  c o m p l i c a t e d  d r i f t  p a t h s ,  m o r e  s o p h i s t i c a t e d  t e c h n i q u e s  m a y  h a v e  t o  b e
e m p l o y e d  t o  e x p l o i t  t h e  f u l í  s p a t i a l  m e a s u r e  o f  t h e  c o m p l e x  p r e s s u r e  f i e l d .  O n e  a r e a
t o  e x p l o r e  w o u l d  b e  t h e  p r o j e c t i o n  t h e o r e m s  c o m m o n l y  u s e d  i n  i m a g e  p r o c e s s i n g .  A s
d i s c u s s e d  b y  L e w i t t  ( 4 6 ) ,  t h e s e  t h e o r e m s  r e l a t e  a  o n e - d i m e n s i o n a l  t r a n s f o r m  a l o n g  a
p a t h  t o  t h e  f u l l  t w o - d i m e n s i o n a l  t r a n s f o r m  o f  a  r e g i o n  t h a t  c o n t a i n s  t h e  p a t h .  I n -
c l u d e d  a m o n g  t h e  t r a n s f o r m  t h e o r e m s  i s  t h e  p r o j e c t i o n - s l i c e  t h e o r e m  ( 4 6 )  t h a t  r e l a t e s
a  o n e - d i m e n s i o n a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m  a l o n g  a  p a t h  t o  t h e  f u l l  t w o - d i m e n s i o n a l  F o u r i e r
t r a n s f o r m .  T h i s  m a y  b e  a  w a y  t o  e x p l o i t  t h e  s p a r s e  n a t u r e  o f  t h e  M O M A X  2 - D
p r e s s u r e  f i e l d  m e a s u r e m e n t s  t o  e x t r a c t  t h e  f u l l  s p a t i a l  e v o l u t i o n  o f  t h e  w a v e n u m b e r
s p e c t r a .
5 . 3 . 2  M o d a l  M a p p i n g  -  S i n g l e  M o d e
D u r i n g  S W A T  0 1  m e a s u r e m e n t s  w e r e  m a d e  u s i n g  a  2 0  H z  s o u r c e ,  c o r r e s p o n d i n g  t o
a  w a v e l e n g t h  o f  a b o u t  7 5  m .  F o r  t h e  e x p e r i m e n t a l  w a t e r  d e p t h s  o f  a p p r o x i m a t e l y  7 0
m ,  a n d  a  s a n d y  b o t t o m  w i t h  s o u n d  s p e e d  1 6 0 0  m I s ,  t h e o r y  p r e d i c t s  t h a t  o n l y  a  s i n g l e
m o d e  w o u l d  b e  e x c i t e d  f o r  a  P e k e r i s  w a v e g u i d e  ( 2 8 ) .  F i g u r e  5 - 5  s h o w s  t h e  s o u r c e  a n d
r e c e i v e r  t r a c k s  f o r  t h e  2 0  H z  e x p e r i m e n t ,  w h e r e  t h e  s o u r c e  l o c a t i o n  i s  i n d i c a t e d  b y
t h e  l o c a t i o n  o f  t h e  R / V  E n d e a v o r .
1 2 2
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F i g u r e  5 - 5 :  S o u r c e / R e c e i v e r  g e o m e t r y  f o r  S W A T  2 0  H z  e x p e r i m e n t .
D a t a  a r e  c o n s i d e r e d  n e a r  t h e  e n d  o f  t h e  e x p e r i m e n t  r u n  w h e n  t h e  s o u r c e  i s  a p p r o x i -
m a t e l y  s t a t i o n a r y  a n d  t h e  b u o y s  a r e  b e t w e e n  7  a n d  9  k m  f r o m  t h e  s o u r c e  a n d  d r i f t i n g
i n  a  s o u t h e r l y  d i r e c t i o n .
T h e  s i n g l e  m o d e  c a s e  i s  o f  i n t e r e s t  b e c a u s e  t h e  m o d a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  p r e s -
s u r e  f i e l d  i s  g i v e n  b y  a  s i n g l e  t e r m .  U s i n g  t h e  a d i a b a t i c  a p p r o x i m a t i o n  f o r  a  r a n g e -
d e p e n d e n t  w a v e g u i d e ,  m o d a l  e v o l u t i o n  w i t h  r a n g e  c a n  b e  d e t e r m i n e d  w i t h o u t  t r a n s -
f o r m i n g  t o  t h e  w a v e n u m b e r  d o m a i n .  T h e  a d i a b a t i c  m o d e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  p r e s s u r e
f i e l d  g i v e n  a  s i n g l e  m o d e  i s  w r i t t e n ,
P  _  A  i q ,  _  A  e x p  ( i  J ;  k i ( r ' ) d r ' )
- e - 1  ,
V  J ;  k i  ( r ' ) d r '
( 5 . 4 )
w h e r e ,
A  =  A i  ~  =  r o T  k i ( r ' ) d r ' .
V  J ;  k i  ( r ' ) d r "  i o
( 5 . 5 )
E x a m i n i n g  t h e  p h a s e  t e r m ,  ~ ,  m o d a l  e v o l u t i o n  o f  t h e  s i n g l e  m o d e ,  k i ( r ) ,  c a n  b e
1 2 3
d e t e r m i n e d  d i r e c t l y  b y ,
d i p
k i ( T )  =  d T '
( 5 . 6 )
T h i s  m e t h o d  w a s  a p p l i e d  t o  t h e  2 0  H z  d a t a  m e a s u r e d  o n  t h e  b u o y s  M o e  a n d  L a r r y
f o r  S W A T  e x p e r i m e n t  1  a s  d e s c r i b e d .  P r e s s u r e  m a g n i t u d e  a n d  p h a s e  m e a s u r e d  o n
L a r r y  a r e  s h o w n  i n  f i g u r e  5 - 6 .  T h e  t o p  m a g n i t u d e  p l o t  d o e s  n o t  c o n t a i n  t h e  d e e p  n u l l s
t y p i c a l  o f  m o d a l  i n t e r f e r e n c e  s u g g e s t i n g  t h e  i n t e r a c t i o n  o f  s e v e r a l  m o d e s .  A l t h o u g h
t h e  m a g n i t u d e  p l o t  a p p e a r s  s o m e w h a t  n o i s y ,  t h e  b o t t o m  p l o t  s h o w s  t h e  p h a s e  t o
b e  v e r y  w e l l  b e h a v e d .  U n w r a p p i n g  t h e  p h a s e  d a t a  a n d  a p p l y i n g  a  5 0  p o i n t  m o v i n g
a v e r a g e  f i l t e r ,  k i ( T )  w a s  d e t e r m i n e d  u s i n g  e q u a t i o n  ( 5 . 6 )  a s  s h o w n  i n  f i g u r e  5 - 7  A l s o
s h o w n  a r e  t h e  r e s u l t s  f o r  a  5 0 0  m  a p e r t u r e  s l i d i n g  w i n d o w  A R  t r a n s f o r m .  M o d e l
o r d e r  s e l e c t i o n  f o r  t h i s  a n d  o t h e r  a n a l y s i s  o n  r e a l  d a t a  w a s  b a s e d  o n  N  / 3  w h e r e  N  i s
t h e  n u m b e r  o f  d a t a  s a m p l e s .  T h e  n u m b e r  o f  p o i n t s  f o r  d i s c r e t i z a t i o n  i n  w a v e n u m b e r
s p a c e  w a s  8 1 9 2 ,  w h i c h  g i v e s  a  b i n  s i z e  o f  7 . 6 6 9 g e - 0 4  m - l ,  w h i c h  i s  g r e a t e r  t h a n  t h e
v a r i a n c e  o f  t h e  e s t i m a t o r  d e t e r m i n e d  b y  t h e  m e t h o d  o f  S a k a i  w h i c h  f o r  a  d a t a  a p e r t u r e
o f  5 0 0  m  a n d  a n  a s s u m e d  S N R  o f  1 0  d B ,  i s  a p p r o x i m a t e l y  1 . 2 5 e - 4  m - l  H o w e v e r ,
e v e n  g i v e n  t h e  l o w  r e s o l u t i o n  i n  w a v e n u m b e r  s p a c e  f o r  t h e  A R  e s t i m a t o r ,  a l o n g  w i t h
l o w  r e s o l u t i o n  i n  r a n g e  d u e  t o  t h e  f i n i t e  s t e p  s i d e  o f  t h e  e s t i m a t o r ,  g o o d  a g r e e m e n t  i s
s h o w n  b e t w e e n  t h e  t w o  m e t h o d s .  T h e  a n a l y s i s  w a s  r e p e a t e d  f o r  t h e  d a t a  m e a s u r e d
o n  M o e  w i t h  s i m i l a r  r e s u l t s  a s  s h o w n  i n  f i g u r e s  5 - 8  a n d  5 - 9 .  T h e  s l i d i n g  w i n d o w
t r a n s f o r m  r e s u l t s  f o r  M O E  a r e  n o t  a s  g o o d  a t  t h e  m i d d l e  r a n g e s  b e c a u s e  t h e r e  w a s  a
d r o p o u t  i n  t h e  d a t a  a r o u n d  7 9 0 0  m e t e r s  t h a t  a f f e c t s  t h e  A R  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s
a s  t h e  t r a n s f o r m  w i n d o w  o v e r l a p s  t h e  r e g i o n  o f  m i s s i n g  d a t a .
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R a n g e  ( m )
F i g u r e  5 - 6 :  2 0  H z  C o m p l e x  p r e s s u r e  m e a s u r e d  o n  L a r r y .
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R a n g e  ( m )
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F i g u r e  5 - 8 :  2 0  H z  C o m p l e x  p r e s s u r e  m e a s u r e d  o n  M o e .
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F i g u r e  5 - 9 :  M o d a l  e v o l u t i o n  f o r  s i n g l e  m o d e  a t  2 0  H z  o n  M o e .
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L o n g i t u d e  ( d e g r e e s )
- 7 3 . 1 7 5 - 7 3 . 1 7
- 9 0
F i g u r e  . 5 - 1 0 :  M O M A X  I  e x p e r i m e n t  4  g e o m e t r y  a n d  b a t h y m e t r y .  D e p t h  i s  i n d i c a t e d
b y  t h e  c o l o r b a r  o n  t h e  r i g h t  i n  m e t e r s .  F o r  t h i s  e x p e r i m e n t ,  t h e  b u o y  m o v e d  v e r y
l i t t l e  a s  i n d i c a t e d  b y  t h e  t r a c k  a t  t h e  u p p e r  l e f t ,  a n d  t h e  s o u r c e  w a s  m o v i n g  s l o w l y
a l o n g  a  c o n s t a n t  b e a r i n g .
5 . 4  M o d a l  M a p p i n g  -  P e r t u r b a t i v e  I n v e r s i o n  R e -
s u I t s
I n  t h i s  s e c t i o n  r e s u l t s  a r e  p r e s e n t e d  w h e r e  t h e  i n p u t  d a t a  w e r e  e i g e n v a l u e s  d e t e r m i n e d
f r o m  t h e  M O M A X  m e a s u r e d  p r e s s u r e  f i e l d s .  R a n g e  i n d e p e n d e n t  r e s u l t s  a r e  p r e s e n t e d
f o r  t w o  d i f f e r e n t  e x p e r i m e n t s  w i t h  d i f f e r e n t  s o u r c e / r e c e i v e r  g e o m e t r i e s .  F o r  e a c h  c a s e ,
e i g e n v a l u e s  a r e  d e t e r m i n e d  a n d  u s e d  a s  i n p u t  d a t a  t o  a  p e r t u r b a t i v e  i n v e r s e  a l g o r i t h m
t o  d e t e r m i n e  a n  e f f e c t i v e  s o u n d  s p e e d  p r o f i l e  f o r  t h e  s e d i m e n t .  M a g n i t u d e  p l o t s  o f
t h e  m e a s u r e d  d a t a  a r e  c o m p a r e d  w i t h  m o d e l  r u n s  u s i n g  t h e  p r o f i l e  r e s u l t i n g  f r o m  t h e
i n v e r s i o n .  T h e  e x p e r i m e n t s  c o n s i d e r e d  a r e  f r o m  t h e  M O M A X  9 7  d a t a  s e t  m e a s u r e d
i n  t h e  S T R A T A F O R M  r e g i o n  n e a r  N e w  J e r s e y .
F i g u r e  5 - 1 0  s h o w s  t h e  s o u r c e / r e c e i v e r  c o n f i g u r a t i o n  f o r  M O M A X  9 7  e x p e r i m e n t
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M e t e r s
F i g u r e  5 - 1 1 :  7 5  H z  p r e s s u r e  f i e l d  m a g n i t u d e  f o r  M O M A X  9 7  e x p e r i m e n t  4  p l o t t e d
o v e r  t h e  d r i f t  t r a c k .  D r i f t  t r a c k  i s  p l o t t e d  r e l a t i v e  t o  s o u r c e  p o s i t i o n .
4 .  T h e  b a t h y m e t r y  f o r  t h e  a r e a  i n d i c a t e d  a n  a v e r a g e  d e p t h  o f  a b o u t  7 7  m e t e r s .  F o r
t h i s  e x p e r i m e n t ,  t h e  r e c e i v e r  i s  c o n s i d e r e d  s t a t i o n a r y  a n d  t h e  s o u r c e  i s  c l o s i n g  i n
r a n g e  r o u g h l y  a l o n g  a  r a d i a L .  F o r  t h i s  g e o m e t r y  i t  i s  s t r a i g h t f o r w a r d  t o  a p p l y  t h e
H a n k e l  t r a n s f o r m  b a s e d  m e t h o d s  t o  e x t r a c t  w a v e n u m b e r  c o n t e n t .  T h e  m a g n i t u d e  o f
t h e  p r e s s u r e  f i e l d  a t  7 5  H z  f o r  t h i s  e x p e r i m e n t  i s  s h o w n  i n  f i g u r e  5 - 1 1  i n  3 - D  c o o r -
d i n a t e s .  T h e  c o m p l e x  p r e s s u r e  a s  a  f u n c t i o n  o f  r a n g e  i s  s h o w n  i n  f i g u r e  5 - 1 2  w h e r e
p h a s e  i s  s h o w n  t o  w r a p  w i t h  r a n g e .  T h e  a p e r t u r e  f o r  t h i s  e x p e r i m e n t  w a s  o n l y  a b o u t
1 3 0 0  m  s o  a  s i n g l e  t r a n s f o r m  w a s  t a k e n  t o  d e t e r m i n e  h o r i z o n t a l  w a v e n u m b e r  c o n -
t e n t .  T h e  s p e c t r u m  r e s u l t i n g  f r o m  a  c l a s s i c a l  s p e c t r a l  e s t i m a t o r  u s i n g  M a t l a b ' s  p s d
f u n c t i o n  ( 6 0 )  i n d i c a t e d  5  d o m i n a n t  p r o p a g a t i n g  m o d e s .  T h e  r e s u l t i n g  s p e c t r u m  i s
s h o w n  i n  5 - 1 3  w h e r e  t h e  r e s u l t  w a s  i n t e r p o l a t e d  o n t o  a  f i n e r  w a v e n u m b e r  s p a c i n g
g r i d  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  e x a c t  p e a k  l o c a t i o n s .  U s i n g  t h e  e i g e n v a l u e s  d e t e r m i n e d  f r o m
t h e  p e a k  l o c a t i o n s  o f  t h e  s p e c t r u m ,  a  b a c k g r o u n d  m o d e l  w a s  d e t e r m i n e d  f o r  i n i t i a l -
i z i n g  a  p e r t u r b a t i v e  i n v e r s e  a l g o r i t h m  t o  d e t e r m i n e  c o m p r e s s i o n a l  w a v e  s p e e d  i n  t h e
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F i g u r e  5 - 1 2 :  7 5  H z  c o m p l e x  p r e s s u r e  p l o t t e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  r a n g e  f o r  M O M A X  9 7
e x p e r i m e n t  4 .
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F i g u r e  5 - 1 3 :  H o r i z o n t a l  W a v e n u m b e r  S p e c t r u m  f o r  f u l l  a p e r t u r e  7 5  H z  d a t a .
1 2 9
M O M A X  I  E X P 4  S H E M P  7 5  H z  I N V E R S I O N
o
,
,
-
b a c k g r o u n d  I
-
r e c o v e r e d
-
-
.
,
1 0
2 0
: §
. .
ã . 3 0
Q )
a
E
Ë  4 0
' 5
Q )
( f
5 0
6 0
7 0
1 4 0 0  1 4 5 0  1 5 0 0  1 5 5 0  1 6 0 0  1 6 5 0  1 7 0 0  1 7 5 0  1 8 0 0  1 8 5 0  1 9 0 0
S o u n d  S p e e d  ( m / s )
F i g u r e  5 - 1 4 :  S t a r t i n g  p r o f i l e  a n d  i n f e r r e d  p r o f i l e  f o r  M O M A X  9 7  e x p e r i m e n t  4 .  D e n -
s i t y  w a s  1 . 8  g /  c m 3  a n d  n o  a t t e n u a t i o n  w a s  u s e d .
s e d i m e n t .  T h e  m o d e l  w a s  d e t e r m i n e d  u s i n g  l a y e r s  w i t h  s o u n d  s p e e d s  c o r r e s p o n d i n g
t o  t h e  p h a s e  s p e e d  o f  e a c h  p r o p a g a t i n g  m o d e .  G i v e n  a  n u m b e r  o f  l a y e r s  a n d  s o u n d
s p e e d s ,  T h e  b a s e m e n t  d e p t h  a n d  c o r r e s p o n d i n g  s o u n d  s p e e d ,  a r e  a d j u s t e d  b y  t r i a l
a n d  e r r o r  u n t i l  t h e  n u m b e r  o f  e i g e n v a l u e s  f o r  t h e  m o d e l  m a t c h e s  t h e  n u m b e r  m e a -
s u r e d  i n  t h e  d a t a .  A s  t h e  b a s e m e n t  d e p t h  i s  i n c r e a s e d  o r  d e c r e a s e d ,  e a c h  l a y e r  i s
s t r e t c h e d  o r  c o m p r e s s e d  a c c o r d i n g l y .  K R A K E N  w a s  u s e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  m o d e l
e i g e n v a l u e s  f o r  t h e  b a c k g r o u n d  m o d e L .  U s i n g  t h e  p e r t u r b a t i o n  a l g o r i t h m  d e s c r i b e d
i n  c h a p t e r  2 ,  t h e  b a c k g r o u n d  m o d e l  w a s  u p d a t e d  i t e r a t i v e l y  u n t i l  c o n v e r g e n c e  w a s
a c h i e v e d  b e t w e e n  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  t h e  u p d a t e d  m o d e l  a n d  t h e  m e a s u r e d  v a l u e s .
T h e  b a c k g r o u n d  s t a r t i n g  m o d e l  i s  p l o t t e d  a l o n g  w i t h  t h e  i n f e r r e d  s o u n d  s p e e d  p r o f i l e
a f t e r  3 0  i t e r a t i o n s  i n  f i g u r e  5 - 1 4 .  T h e  d e n s i t y  i n  t h e  s e d i m e n t  w a s  w a s  1 . 8  g / c m 3
w i t h  n o  a t t e n u a t i o n  i n  t h e  m o d e L .  T h e  i n f e r r e d  s o u n d  s p e e d  v a l u e s  b e t w e e n  1 5 0 0
a n d  1 8 0 0  m / s  f o r  t h e  u p p e r  5 0  m e t e r s  o f  s e d i m e n t  a r e  c o n s i s t e n t  w i t h  s o u n d  s p e e d s
f o r  s a n d  a n d  s i l t y - s a n d  ( 3 6 )  a s  e x p e c t e d  f o r  t h e  S T R A T A  
F O R M  r e g i o n .  U s i n g  t h e
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R a n g e  ( m )
F i g u r e  5 - 1 5 :  C o m p a r i s o n  o f  7 5  H z  m e a s u r e d  a n d  s y n t h e t i c  p r e s s u r e  m a g n i t u d e  d a t a
f o r  i n v e r s i o n  o f  M O M A X  9 7  e x p e r i m e n t  4  .
i n f e r r e d  s o u n d  s p e e d  m o d e l  f o r  t h e  s e d i m e n t ,  a l o n g  w i t h  m e a s u r e d  s o u n d  s p e e d  v a l u e s
f o r  t h e  w a t e r  c o l u m n ,  r a n g e - i n d e p e n d e n t  s y n t h e t i c  p r e s s u r e  d a t a  w e r e  g e n e r a t e d  a n d
c o m p a r e d  t o  t h e  m e a s u r e d  d a t a  a s  s h o w n  i n  f i g u r e  5 - 1 5 .  T h e  i n f e r r e d  m o d e l  p r e d i c t s
t h e  o b s e r v e d  m o d a l  i n t e r f e r e n c e  p a t t e r n  w e l l  w i t h  t h e  e x c e p t i o n  o f  t h e  r e g i o n  a r o u n d
1 5 0 0  m e t e r s .  T h i s  s u g g e s t s  t h a t  a  r a n g e  d e p e n d e n t  i n v e r s i o n  m i g h t  b e  m o r e  s u i t a b l e
f o r  t h i s  r e g i o n .
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F i g u r e  5 - 1 6 :  M O M A X  9 7  e x p e r i m e n t  2  g e o m e t r y  a n d  b a t h y m e t r y .  B u o y  t r a c k  i s
s h o w n  i n  u p p e r  l e f t  a n d  s o u r c e  t r a c k  i n  b o t t o m  r i g h t .  W a t e r  d e p t h  i s  i n d i c a t e d  b y
t h e  c o l o r  
b a r  o n  t h e  r i g h t  i n  m e t e r s .
i
3 9 . 0 3 5  L
- 7 3 . 1 9
- 9 0
T h e  s o u r c e / r e c e i v e r  g e o m e t r y  a n d  b a t h y m e t r y  f o r  a  s e c o n d  e x p e r i m e n t  f r o m  M O -
M A X  9 7  i s  s h o w n  i n  f i g u r e  5 - 1 6 .  F o r  t h i s  e x p e r i m e n t  b o t h  t h e  s o u r c e  a n d  r e c e i v e r
w e r e  d r i f t i n g  i n d e p e n d e n t l y  a l o n g  d i f f e r e n t  p a t h s .  T h i s  g e o m e t r y  i s  a  r e p r e s e n t a t i o n
o f  t h a t  d e s c r i b e d  b y  S c h m i d t  a n d  K u p e r m a n  ( 7 3 )  w h e r e  t h e  s o u r c e  a n d  r e c e i v e r  a r e
a l l o w e d  t o  m o v e  a t  d i f f e r e n t  a n g l e s  r e l a t i v e  t o  o n e  a n o t h e r  i n  t h e  s a m e  h o r i z o n t a l
p l a n e .  F o r  t h e  c a s e  w h e r e  t h e  a n g l e s  b e t w e e n  t h e  v e l o c i t y  v e c t o r s  o f  t h e  s o u r c e  a n d
r e c e i v e r  r e m a i n  c o n s t a n t ,  t h e  r a d i a l  v e c t o r  b e t w e e n  t h e  s o u r c e  a n d  r e c e i v e r  c a n  b e
c o n s i d e r e d  c o n s t a n t  a n d  t h e  d a t a  m a p p e d  t o  a  r a d i a l  g r i d  f o r  a p p l i c a t i o n  o f  H a n k e l
t r a n s f o r m  b a s e d  m e t h o d s .  T h e  d a t a  r e p r e s e n t e d  o n  a  g r i d  w i t h  i t s  o r i g i n  l o c a t e d  a t
t h e  s o u r c e  i s  s h o w n  i n  f i g u r e  5 - 1 7 .  T h e s e  d a t a  a r e  e a s i l y  m a p p e d  t o  a  r a n g e  g r i d  a n d
t h e  f u l l  a p e r t u r e  s p e c t r u m  e s t i m a t e  i s  s h o w n  i n  f i g u r e  5 - 1 8 .
T h e  s p e c t r u m  d e t e r m i n e d  u s i n g  t h e  A R  s p e c t r a l  e s t i m a t o r  s h o w e d  c o n t r i b u t i o n s
f r o m  6  d o m i n a n t  m o d e s  w h o s e  e i g e n v a l u e s  w h e r e  u s e d  a s  i n p u t  d a t a  t o  d e t e r m i n e  a
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F i g u r e  5 - 1 7  7 5  H z  p r e s s u r e  f i e l d  m a g n i t u d e  f o r  M O M A X  9 7  e x p e r i m e n t  2  p l o t t e d .
o v e r  t h e  d r i f t  t r a c k .  D r i f t  t r a c k  i s  p l o t t e d  r e l a t i v e  t o  s o u r c e  p o s i t i o n .
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F i g u r e  5 - 1 8 :  H o r i z o n t a l  w a v e n u m b e r  s p e c t r u m  e s t i m a t e  f o r  M O M A X  9 7  e x p e r i m e n t
2  d a t a  a t  7 5  H z .  A R  e s t i m a t e  i s  s o l i d  l i n e ,  P S D  e s t i m a t e  i s  d a s h e d .
1 3 3
b a c k g r o u n d  s t a r t i n g  p r o f i l e  f o r  p e r t u r b a t i v e  i n v e r s i o n .  A n  e s t i m a t e  o f  t h e  s p e c t r u m
f o r  a  t h e  c l a s s i c a l  e s t i m a t o r  w i t h  a  H a n n i n g  w i n d o w  a p p l i e d  t o  t h e  d a t a  i s  s h o w n  f o r
c o m p a r i s o n .  O f  p a r t i c u l a r  s i g n i f i c a n c e  i s  t h e  l a c k  o f  a n y  p e a k  i n  t h e  c l a s s i c a l  e s t i m a t e
a t  a  w a v e n u m b e r  a r o u n d  0 . 2 9 5  m - l .  I n i t i a l  i n v e r s i o n  w o r k  u s i n g  w a v e n u m b e r  v a l u e s
f r o m  t h e  d o m i n a n t  p e a k s  i n  t h e  c l a s s i c a l  s p e c t r u m  g a v e  n o n - p h y s i c a l  r e s u l t s .  I t  a l s o
s e r v e s  t o  i l u s t r a t e  t h e  s u b j e c t i v e  n a t u r e  o f  p i c k i n g  w h i c h  p e a k s  a r e  s i g n i f i c a n t  i n
t h e  s p e c t r a l  p l o t s  f o r  d e t e r m i n a t i o n  o f  w a v e n u m b e r s  f o r  c o n s t r u c t i o n  o f  b a c k g r o u n d
m o d e L .  U s i n g  t h e  A R  r e s u l t s ,  t h e  b a c k g r o u n d  s o u n d  s p e e d  p r o f i l e  a n d  t h e  r e s u l t i n g
i n f e r r e d  p r o f i l e  a r e  s h o w n  i n  f i g u r e  5 - 1 9 .  T h e  i n f e r r e d  p r o f i l e  s h o w s  m o r e  r e s o l u t i o n
b e c a u s e  t h e  l a y e r s  i n  t h e  s t a r t i n g  p r o f i l e  w e r e  s p l i t  i n  h a l f  a n d  t h e  s m o o t h n e s s  c o n -
s t r a i n t  a p p l i e d  t o  t h e  l e a s t  s q u a r e s  p r o b l e m  o f  t h e  p e r t u r b a t i o n  a l g o r i t h m .  T h i s  s t e p
r e p r e s e n t s  s o m e  f i n e  t u n i n g  t o  t h e  g e n e r a l  i n v e r s e  a l g o r i t h m  a n d  w a s  p e r f o r m e d  w i t h
g u i d a n c e  f r o m  D r  S u b r a m a n i a m  R a j a n  ( 6 8 ) .  U s i n g  t h e  i n f e r r e d  s o u n d  s p e e d  p r o f i l e ,
s y n t h e t i c  d a t a  w e r e  g e n e r a t e d  u s i n g  K R A K E N  a n d  c o m p a r e d  t o  t h e  m e a s u r e d  d a t a
a s  s h o w n  i n  f i g u r e  5 - 2 0 .
T h e  m o d e l / d a t a  c o m p a r i s o n  i s  i n  g e n e r a l  v e r y  g o o d  w i t h  t h e  m o d a l  i n t e r f e r e n c e
p a t t e r n  m a t c h i n g  v e r y  w e l l .  H o w e v e r ,  i n  o r d e r  t o  m a t c h  t h e  m o d e l  t o  t h e  d a t a ,  t h e
r a n g e s  f o r  t h e  d a t a  h a d  t o  b e  s h i f t e d  b y  3 7 0  m e t e r s .  I t  i s  u n c l e a r  i f  t h i s  s h i f t  w a s
n e c e s s a r y  t o  a c c o m m o d a t e  t h e  g e o m e t r y  o f  t h e  s o u r c e / r e c e i v e r  m o t i o n  o r  i f  t h e r e
w e r e  e r r o r s  m a d e  i n  t h e  m e a s u r e m e n t s .  O n e  d i f f c u l t y  o f  t h e  m o v i n g  s o u r c e  a n d
r e c e i v e r  p r o b l e m  i s  i n  l o c a t i n g  t h e  r e s u l t  o f  t h e  i n v e r s i o n  g e o g r a p h i c a l l y .  F o r  t h e
m o v i n g  s o u r c e / r e c e i v e r  p r o b l e m  i t  i s  n o t  p o s s i b l e  t o  i d e n t i f y  a  s p e c i f i c  r e g i o n  o f  t h e
w a v e g u i d e  f r o m  w h i c h  t h e  l o c a l  w a v e n u m b e r  m e a s u r e m e n t  r e s u l t s .  T h i s  w o u l d  b e
p a r t i c u l a r l y  d i f f c u l t  i n  a n  e n v i r o n m e n t  t h a t  h a s  p r o p e r t i e s  t h a t  v a r y  i n  b o t h  r a n g e
a n d  a z i m u t h .  F r o m  t h e  a n a l y s i s  o f  H a w k e r  ( 3 8 )  a n d  S c h m i d t  a n d  K u p e r m a n  ( 7 3 ) ,
i t  i s  a l s o  c l e a r  t h a t  t h e  s o u r c e / r e c e i v e r  m o t i o n  w i l  i m p a r t  a  s h i f t  i n  t h e  h o r i z o n t a l
w a v e n u m b e r s  o f  t h e  t h e  s p e c t r u m  r e l a t i v e  t o  t h a t  o f  a  s t a t i o n a r y  e x p e r i m e n t .  T h e
s h i f t e d  w a v e n u m b e r s  a r e  w h a t  i s  m e a s u r e d  a n d  t h e  i n v e r s i o n  i s  b a s e d  o n  u s i n g  t h e
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F i g u r e  5 - 1 9 :  S t a r t i n g  p r o f i l e  ( t h i n )  a n d  i n f e r r e d  ( t h i c k )  s e d i m e n t  s o u n d  s p e e d  p r o f i l e
f o r  M O M A X  9 7  e x p e r i m e n t  2 .  D e n s i t y  w a s  1 . 8  g / c m 3  w i t h  n o  a t t e n u a t i o n  u s e d .
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F i g u r e  5 - 2 0 :  C o m p a r i s o n  o f  m e a s u r e d  a n d  s y n t h e t i c  d a t a  f o r  i n v e r s i o n  o f  M O M A X
9 7  e x p e r i m e n t  2 .
1 3 5
s h i f t e d  e i g e n v a l u e s .  F o r  t h e  l o w  v e l o c i t i e s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  d r i f t i n g  s o u r c e  a n d
r e c e i v e r  i n  t h i s  e x p e r i m e n t  t h e  e x p e c t e d  w a v e n u m b e r  s h i f t  s h o u l d  b e  n e g l i g i b l e .  T h i s
i s  c o n f i r m e d  b y  t h e  g o o d  a g r e e m e n t  b e t w e e n  t h e  m e a s u r e d  a n d  m o d e l e d  p r e s s u r e  f i e l d
m a g n i t u d e  s h o w n  i n  f i g u r e  5 - 2 0  t h a t  i n d i c a t e s  a  g o o d  m a t c h  b e t w e e n  t h e  e i g e n v a l u e s  o f
t h e  i n f e r r e d  g e o a c o u s t i c  m o d e l  a n d  t h e  m e a s u r e d  e i g e n v a l u e s .  H o w e v e r ,  t h e s e  r e s u l t s
a l s o  s u g g e s t  t h a t  i t  i s  o n l y  n e c e s s a r y  t o  m a t c h  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  t h e  p r o p a g a t i n g
m o d e s ,  a n d  n o t  n e c e s s a r i l y  t h e  p r o p a g a t i o n  e n v i r o n m e n t ,  t o  g e n e r a t e  a  f i e l d  t h a t
m a t c h e s  t h e  m e a s u r e d  d a t a .  T h u s ,  w h e n  d e t e r m i n i n g  t h e  g e o a c o u s t i c  m o d e l  f o r  a
g i v e n  e n v i r o n m e n t ,  i t  m a y  b e  n e c e s s a r y  t o  s h i f t  t h e  m e a s u r e d  m o d a l  e i g e n v a l u e s  t o
a c c o u n t  f o r  s o u r c e / r e c e i v e r  g e o m e t r y  a n d  m o t i o n  i n  o r d e r  t o  i n f e r  t h e  t r u e  g e o a c o u s t i c
p r o p e r t i e s  o f  t h e  s e a b e d .
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F i g u r e  5 - 2 1 :  S o u r c e  r e c e i v e r  g e o m e t r y  f o r  S W A T  e x p e r i m e n t  2  w i t h  r e g i o n  o f  s o u r c e
t r a c k  d o u b l i n g  b a c k  o n  i t s e l f .  S e g m e n t  2  i n d i c a t e s  t i m e  w h e n  s o u r c e  i s  m o v i n g  a w a y
f r o m  b u o y  a n d  s e g m e n t  3  i n d i c a t e d  t i m e  w h e n  s o u r c e  i s  c l o s i n g  o n  b u o y .
5 . 5  M o d a l  M a p p i n g  -  M o v i n g  S o u r c e  A n a l y s i s
I n  t h e  p r e c e d i n g  s e c t i o n ,  a  d i s c u s s i o n  w a s  g i v e n  f o r  t h e  m o v i n g  s o u r c e / r e c e i v e r  p r o b -
l e m  w h e n  t h e  s o u r c e  a n d  r e c e i v e r  m o v e  a l o n g  d i f f e r e n t  t r a c k s  b u t  v e r y  s l o w l y .  I n  t h i s
s e c t i o n ,  t h e  p r o b l e m  i s  d i s c u s s e d  f o r  a  m o v i n g  s o u r c e  t h a t  t r a v e r s e s  t h e  s a m e  s p a c e  i n
t h e  w a v e g u i d e  t w i c e .  I n  c h a p t e r  2 ,  t h e  r e s u l t s  o f  H a w k e r  ( 3 8 )  a n d  a l s o  S c h m i d t  a n d
K u p e r m a n  ( 7 3 )  s h o w e d  t h a t  a  s h i f t  i n  t h e  p h a s e  o f  t h e  c o m p l e x  p r e s s u r e  f i e l d  c o u l d  b e
e x p r e s s e d  a s  a  s h i f t  i n  t h e  h o r i z o n t a l  w a v e n u m b e r s  f o r  a  s o u r c e  m o v i n g  a t  a  c o n s t a n t
v e l o c i t y  w h e r e  t h e  s h i f t  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  m o d a l  g r o u p  v e l o c i t y .  T h i s  p h e n o m e n o n
w a s  o b s e r v e d  d u r i n g  t h e  S W A T  e x p e r i m e n t  w h e n  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  m a d e  f o r  a
s o u r c e  m o v i n g  o u t  a n d  b a c k  o v e r  t h e  s a m e  w a v e g u i d e  t r a c k  w e r e  f o u n d  t o  b e  s h i f t e d
r e l a t i v e  t o  o n e  a n o t h e r .  T h e  e x p e r i m e n t a l  g e o m e t r y  f o r  t h i s  e x p e r i m e n t  i s  s h o w n  i n
f i g u r e  5 - 2 1  w h e r e  t h e  s o u r c e  g o e s  o u t  a l o n g  a  r a d i a l  i n  r a n g e  a n d  t h e n  c o m e s  b a c k
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M e t e r s  E a s t
F i g u r e  5 - 2 2 :  5 0  H z  p r e s s u r e  f i e l d  f o r  S W A T  e x p e r i m e n t  2 .  S o u r c e  i s  m o v i n g  a t  a
c o n s t a n t  s p e e d  o f  2  m / s .
a g a i n  a l o n g  r o u g h l y  t h e  s a m e  t r a c k .  T h e  5 0  H z  f i e l d  m e a s u r e d  f o r  t h i s  r u n  i s  s h o w n
i n  f i g u r e  5 - 2 2 .  T h e  p r e s s u r e  f i e l d  m a g n i t u d e  f o r  a  4  k m  a p e r t u r e  n e a r  t h e  t u r n a r o u n d
p o i n t  i s  i s o l a t e d  a n d  s h o w n  i n  f i g u r e  5 - 2 4 .  S e g m e n t  2  r e f e r s  t o  t h e  d a t a  t a k e n  a l o n g
t h e  N W  l e g  w h e r e  t h e  s o u r c e / r e c e i v e r  a r e  o p e n i n g  i n  r a n g e ,  a n d  s e g m e n t  3  r e f e r s  t o
t h e  r e t u r n  l e g  w h e r e  s o u r c e / r e c e i v e r  a r e  c l o s i n g  i n  r a n g e .  S o u n d  s p e e d  v a r i a b i l t y
m e a s u r e d  u s i n g  t h e  N R L  T - s t r i n g  d a t a  f o r  t h e  t w o  s e g m e n t s  a r e  s h o w n  i n  f i g u r e  5 - 2 3 .
F o r  b o t h  s e g m e n t s ,  t h e  l o c a t i o n  o f  t h e  m i x e d  l a y e r  i n  d e p t h  a n d  t h e  t e m p o r a l  v a r i a b i l -
i t y  w a s  s i m i l a r  a s  d e t e r m i n e d  b y  e x a m i n i n g  t h e  m e a n  a n d  s t a n d a r d  d e v i a t i o n s  o f  t h e
t e m p e r a t u r e  p r o f i l e s .  T h e  m o d a l  i n t e r f e r e n c e  p a t t e r n  f o r  t h e  t w o  t r a c k s  a r e  v e r y  s i m -
i l a r  w i t h  m o s t  o b s e r v a b l e  d i f f e r e n c e s  d u e  t o  n o i s e .  U s i n g  a  m e a s u r e  o f  t h e  p r e s s u r e  o n
t h e  h y d r o p h o n e  f o r  a  p e r i o d  o f  t i m e  w h e n  t h e  5 0  H z  s o u r c e  w a s  t u r n e d  o f f ,  S N R  w a s
d e t e r m i n e d  t o  b e  a b o u t  2 0  d B .  S l i d i n g  w i n d o w  A R  t r a n s f o r m s  w i t h  1 0 0 0  m  a p e r t u r e s
w e r e  a p p l i e d  t o  e a c h  o f  t h e s e  d a t a  s e g m e n t s  f o r  e s t i m a t i n g  h o r i z o n t a l  w a v e n u m b e r
c o n t e n t .  F o r  t h e  e s t i m a t e d  S N R  a n d  d a t a  a p e r t u r e  l e n g t h ,  t h e  t h e o r e t i c a l  v a r i a n c e  o f
t h e  e s t i m a t e s  i s  v e r y  s m a l l  a t  6 . 2 8 e - 7  m - 2  g i v i n g  a n  e r r o r  i n  t h e  e s t i m a t e  o f  a p p r o x i -
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F i g u r e  5 - 2 3 :  S o u n d  s p e e d  v a r i a b i l i t y  m e a s u r e d  o n  N R L  T - s t r i n g s  d u r i n g  a c o u s t i c
m e a s u r e m e n t s  a l o n g  s e g m e n t s  2  a n d  3 .  C o l o r b a r s  i n d i c a t e  s o u n d  v e l o c i t y  i n  m / s .
m a t e l y  0 . 0 0 0 3  m - l .  T h e  u s e  o f  t h e  t h e o r e t i c a l  v a r i a n c e  i s  j u s t i f i e d  b y  t h e  o b s e r v a t i o n
t h a t  t h e  A R  e s t i m a t o r  p e r f o r m e d  a s  w e l l  o r  b e t t e r  t h e n  p r e d i c t e d  o n  t h e  t i m e - s e r i e s
d a t a  i n  c h a p t e r  3 .  F i g u r e s  5 - 2 5 - 5 - 2 8  s h o w  t h e  w a v e n u m b e r  e v o l u t i o n  f o r  t h e  t w o
d i f f e r e n t  s e g m e n t s  u s i n g  t w o  d i f f e r e n t  r e p r e s e n t a t i o n s .
P i c k i n g  o f f  t h e  p e a k  l o c a t i o n s  f o r  t h e  d i f f e r e n t  m o d e  n u m b e r s  w i t h  r a n g e  f r o m
t h e  w a t e r f a l l  p l o t s ,  m o d a l  e v o l u t i o n  w i t h  r a n g e  a r e  s h o w n  i n  f i g u r e  5 - 2 9 .  D i f f e r e n c e
b e t w e e n  m a x i m u m  a n d  m i n i m u m  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  d e t e r m i n e d  w i t h  r a n g e  a r e
a n  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  g r e a t e r  t h a n  t h e  e s t i m a t e d  m e a s u r e m e n t  e r r o r .  T h u s ,  e v e n
g i v e n  t h e  p r e s e n c e  o f  n o i s e  i n  t h e  m e a s u r e d  s i g n a l s ,  t h e  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  a r e
s h i f t e d  v e r s i o n s  o f  o n e  a n o t h e r  f o r  t h e  o v e r l a p p i n g  s o u r c e  t r a c k s .  T h i s  i s  c o n s i s t e n t
w i t h  t h e  w a v e n u m b e r  s h i f t  f o r  a  m o v i n g  s o u r c e  g i v e n  b y  H a w k e r  ( 3 8 )  a n d  a l s o  o b -
s e r v e d  b y  R a j a n  e t .  a i .  ( 6 7 ) .  F r o m  t h i s  o b s e r v a t i o n ,  a  m e t h o d  f o r  c o r r e c t i n g  f o r  t h e
w a v e n u m b e r  s h i f t  i s  s u g g e s t e d  a l o n g  w i t h  a  d i r e c t  m e a s u r e  o f  m o d a l  g r o u p  v e l o c i t y
f r o m  t h e  d a t a .  I n  t h i s  a n a l y s i s ,  t h e  b r o a d b a n d  e f f e c t  o f  t h e  m o v i n g  s o u r c e  i s  r e m o v e d
b y  a n a l y z i n g  t h e  d a t a  a t  a  f i x e d  f r e q u e n c y .  T h e  r e s u l t i n g  w a v e n u m b e r  s h i f t  o b s e r v e d
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F i g u r e  5 - 2 4 :  5 0  H z  p r e s s u r e  m a g n i t u d e  d a t a  f o r  o v e r l a p p i n g  t r a c k s  o f  s e g m e n t s  2  a n d
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F i g u r e  5 - 2 5 :  M o d a l  e v o l u t i o n  f o r  5 0  H z  d a t a  o f  s e g m e n t  2 .
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F i g u r e  5 - 2 6 :  W a t e r f a l l  p l o t  o f  s p e c t r u m  a m p l i t u d e s  w i t h  r a n g e  f o r  5 0  H z  d a t a  o f
s e g m e n t  2 .
S W A T  E X P 2  ( 5 0  H z )  S e g m e n t  3
5 0 0 0
4 5 0 0
g
~  4 0 0
c
t 1
~
3 5 0 0
3 0
2 5 0 0
0 . 1 7 5  0 . 1 8  0 . 1 8 5  0 . 1 9  0 . 1 9 5  0 . 2  0 . 2 0 5  0 . 2 1  0 . 2 1 5
t  ( 1 1 m )
F i g u r e  5 - 2 7 :  M o d a l  e v o l u t i o n  f o r  5 0  H z  d a t a  o f  s e g m e n t  3 .
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F i g u r e  5 - 2 8 :  W a t e r f a l l  p l o t  o f  s p e c t r u m  a m p l i t u d e s  w i t h  r a n g e  f o r  5 0  H z  d a t a  o f
s e g m e n t  3 .
i n  t h e  d a t a  d u e  t o  s o u r c e  m o t i o n ,  a s  p r e d i c t e d  b y  b o t h  H a w k e r  ( 3 8 )  a n d  S c h m i d t
a n d  K u p e r m a n  ( 7 3 )  t h r o u g h  t h e  p h a s e  o f  t h e  p r e s s u r e  f i e l d ,  m u s t  b e  a c c o u n t e d  f o r  i n
d o i n g  g e o a c o u s t i c  i n v e r s i o n .
A s  i n  t h e  w o r k  b y  R a j a n  e t .  a t .  ( 6 7 ) ,  t h e  s t a r t i n g  p o i n t  f o r  t h e  a n a l y s i s  i s  e q u a t i o n
( 2 . 4 0 )  w r i t t e n  a s
k ~  =  k n ( 1 : f  ~ ) ,
v n g
( 5 . 7 )
w h e r e  v  i s  t h e  s o u r c e  s p e e d ,  p o s i t i v e  w h e n  m o v i n g  t o w a r d  t h e  r e c e i v e r ,  a n d  t h e  s o u r c e
t r a c k  i s  a s s u m e d  t o  b e  a l o n g  a  l i n e  t h a t  g o e s  t h r o u g h  t h e  r e c e i v e r  l o c a t i o n .  E s t i m a t e s
o f  g r o u p  v e l o c i t y  w e r e  m a d e  f r o m  t h e  d i f f e r e n c e s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  o b s e r v e d  s h i f t  i n
w a v e n u m b e r s  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  d a t a .  F o r  t h e  i n d i v i d u a l  w a v e n u m b e r s  d e t e r m i n e d
a l o n g  e a c h  t r a c k ,  t h e  d i f f e r e n c e  i n  w a v e n u m b e r s  c a n  b e  e x p r e s s e d  b y ,
f l k *  =  k * ( v + )  _  k * ( v - )  =  k  ( v +  _  v _ )
n  n n  n 9 g '
V n  V n
( 5 . 8 )
w h e r e  V : l  a r e  t h e  r e l a t i v e  v e l o c i t i e s  f o r  t h e  d i f f e r e n t  t r a c k s ,  a n d  k n  i s  t h e  e i g e n v a l u e
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F i g u r e  5 - 2 9 :  E v o l u t i o n  o f  m o d e s  1  a n d  2  w i t h  r a n g e  s h o w i n g  b i a s  d u e  t o  s o u r c e  m o t i o n
o v e r  s e g m e n t s  2  a n d  3 .
f o r  a  s t a t i o n a r y  s o u r c e .  F o r  a  s o u r c e  m o v i n g  w i t h  a  c o n s t a n t  v e l o c i t y  b a c k  a n d  f o r t h
a l o n g  t h e  s a m e  t r a c k ,  i . e .  v +  =  - v _ ,  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n  c a n  b e  s i m p l i f i e d  t o  g i v e
a n  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  g r o u p  v e l o c i t y  , v K ,  a s ,
9  _  2 k n v
v n  -  t l k * '
n
( 5 . 9 )
I n  t h e  a b o v e ,  i t  r e m a i n s  t o  e s t i m a t e  k n  f r o m  t h e  s h i f t e d  w a v e n u m b e r  F o r  a  s o u r c e
m o v i n g  o u t  a n d  b a c k  a l o n g  t h e  s a m e  p a t h  a t  a  c o n s t a n t  s p e e d ,
k n  =  ( k ~ ( v + )  +  k ~ ( v - ) ) / 2 ,
( 5 . 1 0 )
C o m b i n i n g  ( 5 . 8 )  a n d  ( 5 . 1 0 ) ,  t h e  g r o u p  v e l o c i t y  c a n  b e  w r i t t e n  i n  t e r m s  o f  s u m s  a n d
d i f f e r e n c e s  o f  t h e  s h i f t e d  w a v e n u m b e r .
( k * ( V + )  +  k * ( v - ) )
v  =  n  n  V
n g  k * ( v + )  k * ( v - )
n  -  n
( 5 . 1 1 )
U s i n g  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n ,  t h e  m o d a l  g r o u p  v e l o c i t y  c a n  b e  c a l c u l a t e d  f r o m  t h e
1 4 3
s h i f t e d  w a v e n u m b e r  o b s e r v a t i o n s .  T h e  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  c o r r e c t e d  u s i n g  r a n g e -
a v e r a g e d  g r o u p  v e l o c i t i e s  f o r  t h e  a p p a r e n t  D o p p l e r  s h i f t  a r e  s h o w n  i n  f i g u r e  5 - 3 0 .
T h e  e x p e c t e d  a g r e e m e n t  b e t w e e n  t h e  t w o  m e a s u r e m e n t s  i s  i m p r o v e d  a n d  a n  a v e r a g e
v a l u e  a t  a  g i v e n  r a n g e  i s  s u g g e s t e d  f o r  u s e  i n  i n v e r s i o n  s c h e m e s .  T h e  c a l c u l a t e d  m o d a l
g r o u p  v e l o c i t i e s  o f  7 8 4 . 4  m / s  a n d  6 6 8 . 9  m / s  f o r  t h e  f i r s t  t w o  m o d e s  a r e  a b o u t  h a l f
t h e  e x p e c t e d  v a l u e s  w h e n  c o m p a r e d  w i t h  t h e  w a t e r  s o u n d  s p e e d .  H o w e v e r ,  t h e  s o u r c e
s p e e d  o f  2  m / s  w a s  v e r y  s l o w  l e a d i n g  t o  s m a l l  o b s e r v e d  d i f f e r e n c e s  i n  t h e  w a v e n u m b e r
e s t i m a t e s  a n d  a  c o r r e s p o n d i n g  l a c k  o f  r e s o l u t i o n .  B e c a u s e  t h e  e r r o r  e s t i m a t e  o f  t h e
e x p e c t e d  m e a s u r e  w a s  s m a l l  c o m p a r e d  t o  t h e  c h a n g e s  i n  i n d i v i d u a l  w a v e n u m b e r s  w i t h
r a n g e ,  s o m e  r a n g e - d e p e n d e n c e  i n  t h e  m e d i u m  c a n  b e  i n f e r r e d .  T h u s ,  i n  e s t i m a t i n g
t h e  e r r o r  i n  t h e  m e a s u r e m e n t  o f  t h e  m o d a l  g r o u p  v e l o c i t y ,  t h e  e r r o r  i n  t h e  s u m  a n d
d i f f e r e n c e  m e a s u r e m e n t s  i s  u s e d ,  w h e r e  t h e  e x p e c t e d  w a v e n u m b e r  s h i f t  w i t h  r a n g e  i s
a s s u m e d  t o  b e  c o n s t a n t .  T h e  e r r o r  i n  t h e  s u m  o f  t h e  w a v e n u m b e r s  w i t h  r a n g e  i s  g i v e n
b y  c +  a n d  t a k e n  t o  b e  t h e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  o f  t h e  m e a s u r e d  s u m  a s  a  f u n c t i o n  o f
r a n g e  d i v i d e d  b y  t w o .  T h e  e r r o r  i n  t h e  d i f f e r e n c e  i s  g i v e n  b y  L  a n d  t a k e n  t o  b e  t h e
s t a n d a r d  d e v i a t i o n  o f  t h e  m e a s u r e d  w a v e n u m b e r  d i f f e r e n c e s  a s  a  f u n c t i o n  o f  r a n g e .
U s i n g  t h e  a b o v e  d e f i n i t i o n ,  t h e  e r r o r  i n  t h e  g r o u p  v e l o c i t y  m e a s u r e m e n t ,  c v ~ ,  c a n  b e
e x p r e s s e d  u s i n g  s t a n d a r d  t e c h n i q u e s  a s  a  p e r c e n t a g e  o f  t h e  e x p e c t e d  v a l u e  b y  ( 7 9 J
C v g
- -  =  v
v K
c +  c _
( k ~ ( v + )  +  k ~ ( v - ) ) / 2  +  ( k ~ ( v + )  _  k ~ ( v - ) ) '
( 5 . 1 2 )
U s i n g  m e a s u r e d  v a l u e s  i n  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n s ,  e r r o r s  i n  t h e  g r o u p  v e l o c i t y  m e a s u r e -
m e n t  d u e  t o  w a v e n u m b e r  e s t i m a t i o n  e r r o r s  w e r e  g r e a t e r  t h a n  4 0  % .  T h i s  c a n  a c c o u n t
f o r  m u c h  o f  t h e  e r r o r  i n  t h e  o b s e r v e d  g r o u p  v e l o c i t y  e s t i m a t e s .  O t h e r  s o u r c e s  o f  e r r o r
n e e d  t o  b e  i n v e s t i g a t e d ,  i n c l u d i n g  t h e  e f f e c t s  d u e  t o  d i s p l a c e m e n t  o f  t h e  o u t  a n d  b a c k
t r a c k s  f o r  t h f s  d a t a .
N e v e r t h e l e s s ,  m o t i v a t e d  b y  t h e s e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s ,  a  n u m e r i c a l  e x p e r i m e n t
w a s  c o n d u c t e d  u s i n g  m o d a l  f u n c t i o n s  a n d  e i g e n v a l u e s  d e t e r m i n e d  u s i n g  K R A K E N
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-  - -
0 . 2 1 2
0 . 2 1
U g 1  =  7 8 4 . 4  m 1 s
U g 2  =  6 6 8 . 9  m 1 s
0 . 2 0 8
-  - . . '
0 . 2 0 6
Ê
0 . 2 0 4
- -
. -
~
~
0 . 2 0 2
0 . 2
0 . 1 9 8
- - - - - - -
. . . .  . . ,
~ - - - . . . . _ ' *
0 . 1 9 6
0 . 1 9 4
2 5 0 0 3 0 0 3 5 0 0
4 0 0 4 5 0 0
5 0 0
5 5 0 0
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F i g u r e  5 - 3 0 :  D o p p l e r  c o r r e c t e d  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  f o r  m o d e s  1  a n d  2  o v e r  d a t a
s e g m e n t s  2  a n d  3 .
L D e p t h  ( m )  I  c p  ( m / s )  I  p  ( g / c m 3 )  I
I  0 - 7 5  I  1 5 1 0 . 0  I  1 . 0  I
7 5 +  1 6 0 0 . 0  1 . 6
T a b l e  5 . 1 .  P e k e r i s  w a v e g u i d e  m o d e l  p a r a m e t e r s  f o r  m o v i n g  s o u r c e  e x p e r i m e n t .
f o r  a  P e k e r i s  w a v e g u i d e  w i t h  p r o p e r t i e s  g i v e n  i n  t a b l e  5 . 1 ,  u s i n g  a  s o u r c e  f r e q u e n c y
o f  5 0  H z .  F o r  t h e  g i v e n  i n p u t  e n v i r o n m e n t  a n d  s o u r c e  f r e q u e n c y ,  K R A K E N  a l s o
o u t p u t s  m o d a l  g r o u p  v e l o c i t i e s ,  w h i c h  a r e  g i v e n  a l o n g  w i t h  t h e  m o d e  n u m b e r s  a n d
p h a s e  v e l o c i t i e s ,  f o r  t h e  P e k e r i s  w a v e g u i d e  i n  t a b l e  5 . 2 .  U s i n g  t h e  m o d e  f u n c t i o n s
o u t p u t  f r o m  K R A K E N ,  c o m p l e x  p r e s s u r e  f i e l d s  w e r e  g e n e r a t e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  r a n g e
f o r  a  s t a t i o n a r y  s o u r c e ,  a n d  f o r  s o u r c e s  m o v i n g  w i t h  v e l o c i t i e s  o f  : :  1 0  m / s .  T h e
f i e l d s  w e r e  g e n e r a t e d  f o r  a  5  k m  a p e r t u r e  a s  a  s u m  o v e r  t h e  m o d e s  a n d  c o r r e s p o n d i n g
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T a b l e  5 . 2 :  M o d a l  e i g e n v a l u e s  a n d  a m p l i t u d e s  f o r  5 0  H z  P e k e r i s .
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T a b l e  5 . 3 :  W a v e n u m b e r  a n d  g r o u p  v e l o c i t i e s  e s t i m a t e d  f r o m  m o v i n g  s o u r c e  s p e c t r a .
w a v e n u m b e r s  u s i n g  t h e  s i m p l e  e x p r e s s i o n ,
( )  ~  w n s w n r ( k ~ )  i k * r  (  J
p r = ~  e n + w r ,
n = l  J k ~ r
( 5 . 1 3 )
w h e r e  l l n s  a n d  l l n r  a r e  t h e  m o d e  a m p l i t u d e s  a t  t h e  s o u r c e  a n d  r e c e i v e r ,  k ~  =  k n ( 1  +
~ )  w i t h  v n g  t h e  m o d a l  g r o u p  v e l o c i t y ,  v  i s  t h e  s o u r c e  s p e e d ,  a n d  w ( r )  i s  G a u s s i a n
V n g
w h i t e  n o i s e .  T h e  c o m p l e x  f i e l d s  w i t h  S N R  o f  4 0  d B  g e n e r a t e d  f o r  t h e  d i f f e r e n t  s o u r c e
m o t i o n s  a r e  s h o w n  i n  f i g u r e  5 - 3 1 .
U s i n g  t h e  s y n t h e t i c  d a t a ,  e s t i m a t e s  w e r e  m a d e  o f  t h e  w a v e n u m b e r  c o n t e n t  f o r  t h e
d i f f e r e n t  s o u r c e  v e l o c i t i e s .  F i g u r e  5 - 3 2  s h o w s  t h e  s p e c t r a l  e s t i m a t e s  f o r  t h e  1 0  m / s
m o v i n g  s o u r c e  f i e l d s .  T h e  t w o  e s t i m a t e s  a r e  s h i f t e d  f r o m  o n e  a n o t h e r  w i t h  r e s p e c t
t o  t h e  s t a t i o n a r y  v a l u e  o f  t h e  w a v e n u m b e r s  a s  i n d i c a t e d  b y  t h e  b l a c k  l i n e s .  U s i n g
t h e  f u l l  a p e r t u r e  a n d  s a m p l i n g  t h e  r a n g e  e v e r y  5  m e t e r s ,  e s t i m a t e s  o f  t h e  s h i f t e d
w a v e n u m b e r s  w e r e  o b t a i n e d .  V a l u e s  o f  h o r i z o n t a l  w a v e n u m b e r s  f o r  t h e  f i r s t  t w o
m o d e s  w e r e  t h e n  e s t i m a t e d  a s  t h e  a v e r a g e  v a l u e  o f  t h e  e s t i m a t e s  f r o m  t h e  s o u r c e s  o f
o p p o s i n g  m o t i o n .  T h e  e s t i m a t e d  w a v e n u m b e r s  c o m p a r e  v e r y  f a v o r a b l e  w i t h  t h e  t r u e
v a l u e s  f o r  t h e  g i v e n  e n v i r o n m e n t  a s  g i v e n  b y  K R A K E N  G r o u p  v e l o c i t i e s  w e r e  a l s o
d e t e r m i n e d  w h i c h  a l s o  c o m p a r e  w e l l  t o  t h e  e x p e c t e d  v a l u e s  a s  s h o w n  i n  t a b l e  5 . 3 .  T h e
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F i g u r e  5 - 3 1 .  5 0  H z  s y n t h e t i c  p r e s s u r e  f i e l d s  g e n e r a t e d  f o r  m o v i n g  s o u r c e  a n a l y s i s .
S N R  i s  4 0  d B .  S o u r c e  s p e e d s  w e r e  1 0  m / s .
r e s u l t s  f r o m  t h i s  e x p e r i m e n t  s u g g e s t  t h a t  t h e  w a v e n u m b e r  d i f f e r e n c i n g  t e c h n i q u e  u s e d
t o  e s t i m a t e  d i s c r e t e  w a v e n u m b e r s  f o r  s o u r c e s  m o v i n g  i n  o p p o s i n g  d i r e c t i o n s  o v e r  t h e
s a m e  e n v i r o n m e n t  i s  q u i t e  e f f e c t i v e .  E s t i m a t e s  o f  w a v e n u m b e r s  a n d  g r o u p  v e l o c i t i e s
a g r e e d  w e l l  w i t h  t h e  t r u e  v a l u e s .  R e l a t i v e  t o  t h e  M O M A X  e x p e r i m e n t s ,  t h a t  h a d  a
t y p i c a l  s o u r c e  v e l o c i t y  o f  2  m I s ,  t h e  n u m e r i c a l  r e s u l t s  a r e  s h o w n  f o r  a  h i g h  s o u r c e
s p e e d  i n  o r d e r  t o  e m p h a s i z e  t h e  o b s e r v e d  w a v e n u m b e r  s h i f t  a n d  r e d u c e  e r r o r s  i n  t h e
m e a s u r e m e n t  o f  t h e  w a v e n u m b e r  d i f f e r e n c e s .  H o w e v e r ,  t h e  n u m e r i c a l  e x p e r i m e n t
w a s  a l s o  c o n d u c t e d  f o r  a  s o u r c e  s p e e d  o f  2  m / s  a n d  y i e l d e d  a  s m a l l  d e g r a d a t i o n  i n
t h e  m e a s u r e m e n t  o f  t h e  g r o u p  v e l o c i t y  o f  t h e  f i r s t  m o d e  w h i c h  w a s  e s t i m a t e d  a s
1 4 7 8  m I s ,  o r  a  1 . 3  %  d i f f e r e n c e  f r o m  t h e  t r u e  v a l u e .  T h e s e  r e s u l t s  i n d i c a t e  t h a t
t h e  w a v e n u m b e r  d i f f e r e n c i n g  t e c h n i q u e  s h o w s  p r o m i s e  f o r  m e a s u r i n g  m o d a l  g r o u p
v e l o c i t y  a n d  m e r i t s  f u r t h e r  s t u d y  b o t h  n u m e r i c a l l y  a n d  e x p e r i m e n t a l l y .  I n  p a r t i c u l a r ,
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F i g u r e  5 - 3 2 :  S p e c t r a l  e s t i m a t e s  f o r  m o v i n g  s o u r c e  d a t a  w i t h  s t a t i o n a r y  v a l u e s  o f
h o r i z o n t a l  w a v e n u m b e r s  i n d i c a t e d  b y  d a s h e d  l i n e .  S o u r c e  s p e e d  w a s  1 0  m / s
f o r  a n  e x p e r i m e n t a l  s t u d y ,  c a r e f u l  a t t e n t i o n  s h o u l d  b e  g i v e n  t o  r e d u c i n g  e r r o r s  i n
t h e  w a v e n u m b e r  m e a s u r e m e n t s .  M u c h  c o u l d  b e  d o n e  i n  t h i s  r e g a r d  b y  d e s i g n i n g  a n
e x p e r i m e n t  w h e r e  t h e  s o u r c e  i s  c o n s t r a i n e d  t o  m o v e  o u t  a n d  b a c k  o v e r  e x a c t l y  t h e
s a m e  r a n g e - i n d e p e n d e n t  e n v i r o n m e n t  w h e r e  t h e  w a t e r  c o l u m n  i s  w e l l  m i x e d  a n d  t h e
s o u n d  s p e e d  i s  c o n s t a n t .
5 . 6  G e l f a n d - L e v i t a n  R e s u l t s
B e f o r e  l e a v i n g  t h e  a n a l y s i s  c h a p t e r ,  t h e  G e l f a n d - L e v i t a n  m e t h o d  i s  c o n s i d e r e d  i n  l i g h t
o f  s o m e  o f  t h e  p r a c t i c a l  a s p e c t s  o f  m a k i n g  r e a l  o c e a n  a c o u s t i c  m e a s u r e m e n t s .  T h e r e
a r e  t h r e e  i s s u e s  i n  p a r t i c u l a r  t h a t  a f f e c t  h o w  r e a l  m e a s u r e m e n t s  i m p a c t  t h e  a p p l i c a -
t i o n  o f  t h e  G e l f a n d - L e v i t a n  m e t h o d .  T h e  f i r s t  i s s u e  r e l a t e s  t o  t h e  a s s u m p t i o n  o f  n o
a l l o w a b l e  d e n s i t y  d i s c o n t i n u i t y  a c r o s s  t h e  p o t e n t i a l  
l a y e r  i n t e r f a c e s .  T h i s  c o n d i t i o n  i s
v i o l a t e d  i n  a l m o s t  a n y  r e a l i s t i c  w a v e g u i d e ,  w h e r e  a  d e n s i t y  j u m p  t y p i c a l l y  o c c u r s  a t
t h e  w a t e r - b o t t o m  i n t e r f a c e .  I t  w i l  b e  s h o w n  t h a t  t h i s  i s s u e  c a n  b e  r e s o l v e d  t h r o u g h
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a p p l i c a t i o n  o f  a n  i m p e d a n c e  m a t c h i n g  c o n d i t i o n  a p p l i e d  a t  t h e  b o u n d a r y .  T h e  s e c o n d
i s s u e  i s  r e l a t e d  t o  t h e  i n t e g r a t i o n  i n t e r v a l  i n  w a v e n u m b e r  s p a c e  o f  t h e  p o i n t  s o u r c e
s p e c t r u m  t o  d e t e r m i n e  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t .  A s  d e r i v e d ,
t h e  i n t e g r a l  i s  t a k e n  o v e r  a l l  w a v e n u m b e r  s p a c e .  H o w e v e r ,  i n  a n  e x p e r i m e n t ,  i t  i s  o n l y
p o s s i b l e  t o  m e a s u r e  r e a l  p r o p a g a t i o n  a n g l e s  w h i c h  l i m i t s  t h e  w a v e n u m b e r  i n t e g r a l  t o
: l k o ,  w h e r e  ¡ k o l  i s  t h e  m i n i m u m  w a t e r  w a v e n u m b e r .  T h e  t r u n c a t e d  i n t e g r a t i o n  i n t e r -
v a l  h a s  a n  i m p a c t  o n  t h e  t r a n s f o r m  o f  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  s i m i l a r  t o  t h e  p r o b l e m s
a s s o c i a t e d  w i t h  s h o r t  a p e r t u r e  s p e c t r a l  a n a l y s i s .  T h e  i m p a c t  o f  t r u n c a t i n g  t h e  i n t e -
g r a t i o n  i n t e r v a l  o n  i n v e r s i o n  u s i n g  t h e  G e l f a n d - L e v i t a n  a p p r o a c h  w i l  b e  d i s c u s s e d .  A
f i n a l  s t u d y  w i l  a d d r e s s  t h e  i s s u e  o f  d e t e r m i n i n g  t h e  p l a n e - w a v e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t
f r o m  t h e  s h a l l o w - w a t e r  G r e e n ' s  f u n c t i o n .  I t  w i l  b e  d e m o n s t r a t e d  t h a t  g i v e n  a n  e x a c t
e x p r e s s i o n  f o r  t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n ,  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  c a n  b e  e x t r a c t e d  a n d
s e d i m e n t  p r o p e r t i e s  r e c o v e r e d .
5 . 6 . 1  E f f e c t s  o f  D e n s i t y  a n d  W a v e n u m b e r  I n t e r v a l
A  n u m e r i c a l  s t u d y  w a s  c o n d u c t e d  t o  e x a m i n e  t h e  e f f e c t  o f  a  d e n s i t y  d i s c o n t i n u i t y  a t
t h e  w a t e r - b o t t o m  i n t e r f a c e  o n  i n v e r s i o n  u s i n g  t h e  G e l f a n d - L e v i t a n  m e t h o d .  A  d e e p
w a t e r  p r o b l e m  w a s  c o n s i d e r e d  w i t h  a  s o u n d  v e l o c i t y  p r o f i l e  i n  t h e  s e d i m e n t  c o n s i s t i n g
o f  a  s h a l l o w  m i n i m u m  a t  1  m e t e r  i n  d e p t h ,  f o l l o w e d  b y  a  c o n s t a n t  p o s i t i v e  g r a d i e n t
w i t h  d e p t h .  T h e  p r o f i l e  i s  d e s c r i b e d  b y ,
c ( z )
c ( z )
c ( z )
1 5 4 0  -  ( 1 5 4 0  -  1 5 1 5 ) z ,  O : S  z  : S  1
1 5 1 5  +  0 . 9 7 z ,  1  ~  z  : S  1 4 5
1 6 6 5 ,  z  2 :  1 4 5 ,
( 5 . 1 4 )
a n d  i s  s h o w n  i n  f i g u r e  5 - 3 5  a s  t h e  e x a c t  p r o f i l e .  T h e  d e n s i t y  i n  t h e  w a t e r  c o l u m n
w a s  a s s u m e d  t o  b e  1  9  /  c m 3  a n d  i n  t h e  s e d i m e n t  t o  b e  1 . 5  9  /  c m 3 .  F o r  t h e  g i v e n
e n v i r o n m e n t ,  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  w a s  c a l c u l a t e d  u s i n g  t h e  m o d i f i e d  T h o m s o n -
H a s k e l l  p r o p a g a t o r  m a t r i x  a p p r o a c h  o f  M o o k  ( 5 2 ) .
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F i g u r e  5 - 3 3 :  R e f l e c t i o n  C o e f f c i e n t  a t  2 0  H z  w i t h  a n d  w i t h o u t  d e n s i t y  d i s c o n t i n u i t y
a t  w a t e r - b o t t o m  i n t e r f a c e .
T o  a d d r e s s  t h e  d e n s i t y  d i s c o n t i n u i t y ,  a n  i m p e d a n c e  m a t c h i n g  c o n d i t i o n  w a s  a p -
p l i e d  a t  t h e  w a t e r - b o t t o m  i n t e r f a c e .  T h i s  c o n d i t i o n  i s  p r e s e n t e d  i n  T o l s t o y  a n d
C l a y  ( 8 0 )  a n d  g i v e s  a  m e a n s  f o r  e x p r e s s i n g  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  j u s t  b e l o w  t h e
i n t e r f a c e  w h e r e  t h e  d i s c o n t i n u i t y  o c c u r s .
R  =  P i k z o ( 1  +  R + )  -  P o k z i ( 1  -  R + )
-  P i k z o ( 1  +  R + )  +  p o k z i ( 1  -  R + ) '
( 5 . 1 5 )
H e r e  R _  i s  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  j u s t  b e l o w  t h e  i n t e r f a c e ,  a n d  R +  i s  t h e  r e f l e c t i o n
c o e f f c i e n t  j u s t  a b o v e  t h e  i n t e r f a c e .  T h e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t s  d e t e r m i n e d  u s i n g  t h e
T h o m s o n - H a s k e l l  m e t h o d  b o t h  w i t h  a n d  w i t h o u t  t h e  d e n s i t y  j u m p  a r e  s h o w n  i n
f i g u r e  5 - 3 3 .  T h e  e f f e c t  o f  t h e  d e n s i t y  j u m p  i s  e v i d e n t  i n  t h e  m a g n i t u d e  p l o t  w h e r e  t h e
r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  d o e s  n o t  g o  t o  z e r o  f o r  l a r g e  k z '  U s i n g  t h e  i m p e d a n c e  m a t c h i n g
c o n d i t i o n ,  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  d e t e r m i n e d  j u s t  b e l o w  t h e  i n t e r f a c e  m a t c h e s  t h a t
f o r  n o  d i s c o n t i n u i t y  a n d  a p p r o a c h e s  z e r o  a s  r e q u i r e d  b y  t h e  G e l f a n d - L e v i t a n  m e t h o d .
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T h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  a s  a  r e a l  f u n c t i o n  o f  d e p t h
a n d  i s  p l o t t e d  i n  f i g u r e  5 - 3 4  b o t h  w i t h  a n d  w i t h o u t  t h e  e f f e c t s  o f  t h e  d e n s i t y  j u m p .
T h e  e f f e c t  o f  t h e  j u m p  d i s c o n t i n u i t y  i s  t o  i m p a r t  a n  e x t r a  o s c i l a t i o n  i n  t h e  r e s u l t
a t  t h e  u p p e r  d e p t h s  t h a t  c a u s e s  a n  o f f s e t  f r o m  t h e  c o n t i n u o u s  d e n s i t y  c a s e  a t  t h e
d e e p e r  d e p t h s .  T h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  r e s u l t s  w e r e  u s e d  a s  i n p u t  d a t a  t o  t h e  G e l f a n d -
L e v i t a n  e q u a t i o n  t o  i n v e r t  f o r  t h e  s o u n d  v e l o c i t y  i n  t h e  s e d i m e n t .  F i g u r e  5 - 3 5  s h o w s
t h e  r e s u l t s  f o r  s e v e r a l  c a s e s .  T h e  i n p u t  p r o f i e  i s  s h o w n  i n  t h e  b a c k g r o u n d  w i t h  t h e
M e r a b  ( 5 0 )  r e s u l t  p l o t t e d  d i r e c t l y  o n  t o p  o f  i t .  T h i s  r e s u l t  i s  f r o m  t h e  c o r r e c t e d
r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  s h o w n  a b o v e  w h e r e  t h e  w a v e n u m b e r  i n t e g r a l  t o  d e t e r m i n e  t h e
F o u r i e r  t r a n s f o r m  w a s  t a k e n  o u t  t o  1 0  t i m e s  t h e  w a t e r  w a v e n u m b e r .  T h e  h i g h l y
o s c i l a t i n g  r e s u l t  s h o w s  t h e  e f f e c t  o f  n o t  a c c o u n t i n g  f o r  t h e  d e n s i t y  d i s c o n t i n u i t y .  T h e
f i n a l  t w o  r e s u l t s  a r e  f o r  a  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  w i t h  n o  d e n s i t y  j u m p  a n d  w i t h  t h e
i m p e d a n c e  m a t c h i n g  c o n d i t i o n  a p p l i e d  w h e r e  t h e  w a v e n u m b e r  i n t e g r a l  w a s  t r u n c a t e d
a t  k o '  T h i s  r e s u l t  s h o w s  t h e  i m p a c t  o f  t r u n c a t i n g  t h e  w a v e n u m b e r  i n t e g r a l  w h e n
t a k i n g  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  t o  h a v e  t h e  g r e a t e s t  e f f e c t  a t  l a r g e  d e p t h s .
5 . 6 . 2  S h a l l o w - w a t e r  E x a c t  I n v e r s i o n
T h e  f i n a l  n u m e r i c a l  e x p e r i m e n t  w a s  s i m p l y  a  t e s t  t o  c h e c k  t h a t  i t  w a s  p o s s i b l e  d e -
t e r m i n e  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  f r o m  t h e  s h a l l o w - w a t e r  G r e e n ' s  f u n c t i o n  u s i n g  t h e
r e l a t i o n s h i p  g i v e n  b y  ( 2 . 1 4 ) .  I t  w a s  t h o u g h t  t h a t  t h e  p o l e s  i n  t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n
m i g h t  m a k e  t h e  e x p r e s s i o n  d i f f c u l t  t o  e v a l u a t e .  T h i s  w a s  t e s t e d  u s i n g  t h e  s h a l l o w -
w a t e r  G r e e n ' s  f u n c t i o n  d e t e r m i n e d  f o r  t h e  P e k e r i s  w a v e g u i d e  i l u s t r a t e d  i n  f i g u r e
5 - 3 6 .  T h i s  w a v e g u i d e  w a s  c h o s e n  f r o m  a n  e x a m p l e  g i v e n  i n  J e n s e n  e t  a l .  ( 4 1 )  w i t h
a  f r e q u e n c y  o f  2 0  H z ,  s o u r c e  d e p t h  =  3 6  m ,  r e c e i v e r  d e p t h  =  4 6  m ,  a n d  s o u n d  v e -
l o c i t i e s  g i v e n  i n  t h e  f i g u r e .  T h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  w a s  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  e x a c t
e x p r e s s i o n  f o r  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  f o r  a  h a l f s p a c e  a n d  c o m p a r e d  t o  t h e  r e s u l t s
o f  O A S E S  ( 7 2 )  a n d  K R A K E N  ( 5 9 )  a s  s h o w n  i n  f i g u r e  5 - 3 7 .  T h e  a g r e e m e n t  w a s  g o o d
a n d  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  w a s  d e t e r m i n e d  a n d  p l o t t e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  k z  i n  f i g -
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u r e  5 - 3 8  w h e r e  t h e  d e n s i t y  j u m p  h a s  b e e n  a c c o u n t e d  f o r .  T h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f
t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  a n d  t h e  r e s u l t i n g  i n v e r s i o n  a r e  s h o w n  i n  f i g u r e s  5 - 3 9  a n d
5 - 4 0 .  G o o d  a g r e e m e n t  i s  s h o w n  b e t w e e n  t h e  i n v e r s i o n  a n d  t h e  i n p u t  m o d e L .  T h i s
d e m o n s t r a t e s  t h a t  a  m e a s u r e  o f  t h e  s h a l l o w - w a t e r  G r e e n ' s  f u n c t i o n  m i g h t  b e  u s e d  f o r
d e t e r m i n i n g  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  f o r  e x a c t  i n v e r s i o n .  W o r k  i s  i n  p r o c e s s  f o r  u s i n g
t h e s e  m e t h o d s  o n  G r e e n ' s  f u n c t i o n s  d e t e r m i n e d  f o r  r e a l  d a t a  i n  d e e p  w a t e r  ( 3 2 ) .  T h e
m e t h o d  h a s  n o t  b e e n  a p p l i e d  t o  s h a l l o w  w a t e r  d a t a  a t  t h i s  p o i n t .
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F i g u r e  5 - 4 0 :  S e d i m e n t  s o u n d  s p e e d  p ~ g ~ ï g  f g l e e g l ~ / ~ s i n g  t h e  G e l f a n d - L e v i t a n  m e t h o d
f o r  t h e  P e k e r i s  p r o b l e m  i n  f i g u r e  5 - 3 6 .
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C h a p t e r  6
S u m m a r y  a n d  C o n c l u s i o n s
I n  t h i s  t h e s i s ,  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  s p e c t r u m  o f  a  p o i n t  s o u r c e  a c o u s t i c  f i e l d
a n d  t h e  s e d i m e n t  p r o p e r t i e s  o f  a  s h a l l o w - w a t e r  w a v e g u i d e  w a s  d e s c r i b e d .  A d i a b a t i c
m o d e  t h e o r y  w a s  t h e n  u s e d  a s  a  g u i d e  t o  i l u s t r a t e  h o w  m o d e s  a d a p t  t o  t h e  l o c a l  p r o p -
e r t i e s  o f  t h e  w a v e g u i d e .  T h i s  w a s  d e m o n s t r a t e d  u s i n g  s y n t h e t i c  d a t a  f o r  a  w a v e g u i d e
w i t h  p r o p e r t i e s  t h a t  v a r i e d  i n  t h r e e  d i m e n s i o n s .  T h e  r e s u l t i n g  m o d a l  m a p s  c o u l d
u s e d  a s  i n p u t  d a t a  t o  i n f e r  l o c a l  w a v e g u i d e  p r o p e r t i e s .
A s  p a r t  o f  
t h e  O N R / S P A W A R  i n v e r s i o n  t e c h n i q u e s  w o r k s h o p ,  s y n t h e t i c  d a t a  w e r e
p r o v i d e d  f o r  a n a l y s i s .  F o r  T C 3 ,  t h e  s e a f l o o r  w a s  f l a t  a n d  t h e  s e d i m e n t  p r o p e r t i e s
v a r i e d  w i t h  r a n g e .  I t  w a s  d e m o n s t r a t e d  t h a t  d e t e c t i o n  o f  r a n g e - v a r i a b i l i t y  i n  t h e
s e d i m e n t  u s i n g  w a v e n u m b e r  a n a l y s i s  r e q u i r e d  h i g h - r e s o l u t i o n  m e t h o d s  t o  f u l l y  r e s o l v e
c l o s e l y  s p a c e d  w a v e n u m b e r s  i n  t h e  l o c a l  s p e c t r a .  A  h i g h - r e s o l u t i o n  m e t h o d  b a s e d  o n
a u t o r e g r e s s i v e  s p e c t r a l  e s t i m a t i o n  w a s  d e s c r i b e d  a n d  c h a r a c t e r i z e d  f o r  i d e n t i f y i n g
l o c a l  m o d a l  c o n t e n t  u s i n g  s h o r t - a p e r t u r e  d a t a .  T h e  h i g h - r e s o l u t i o n  e s t i m a t o r  w a s
t h e n  u s e d  t o  e x a m i n e  w a v e n u m b e r  c o n t e n t  f o r  a  w a v e g u i d e  i n c l u d i n g  s o u n d  s p e e d
p e r t u r b a t i o n s  i n  t h e  w a t e r  c o l u m n  d u e  t o  i n t e r n a l  w a v e s .
A n  e x p e r i m e n t a l  m e t h o d  f o r  m e a s u r i n g  t h r e e - d i m e n s i o n a l  a c o u s t i c  f i e l d s  w a s  d e -
s c r i b e d  f o r  u s e  i n  e x t r a c t i n g  s p a t i a l l y - v a r y i n g  w a v e n u m b e r  c o n t e n t .  T h e  r e s u l t i n g
m e a s u r e m e n t s  p r o v i d e d  d a t a  o n  s y n t h e t i c  a p e r t u r e  h o r i z o n t a l  a r r a y s  o f  a r b i t r a r y
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s h a p e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  s o u r c e  a n d  r e c e i v e r  m o t i o n s .  T h e  f u l l  2 - D  h o r i z o n t a l  a r r a y s
w e r e  s p a r s e l y  p o p u l a t e d  r e q u i r i n g  t h a t  d a t a  b e  m a p p e d  t o  a  r a n g e  g r i d  a n d  a n a l y z e d
u s i n g  m e t h o d s  b a s e d  o n  t h e  z e r o t h - o r d e r  H a n k e l  t r a n s f o r m .  M o d a l  e i g e n v a l u e s  w e r e
e x t r a c t e d  f r o m  s e l e c t  p i e c e s  o f  d a t a  a n d  u s e d  a s  i n p u t  d a t a  f o r  p e r t u r b a t i v e  i n v e r s i o n .
I t  w a s  s h o w n  t h a t  i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  w a v e n u m b e r  s p e c t r a  m u s t  t a k e  i n t o  a c c o u n t
s o u r c e / r e c e i v e r  m o t i o n s .  I n  p a r t i c u l a r ,  a  D o p p l e r  s h i f t  i n  t h e  s p e c t r u m  w a s  o b s e r v e d
f o r  a n  e x p e r i m e n t  w h e r e  t h e  s o u r c e  w a s  m o v i n g  w i t h  a  c o n s t a n t  v e l o c i t y .
I n  a d d i t i o n  t o  m e t h o d s  a n d  a n a l y s i s  b a s e d  o n  p e r t u r b a t i v e  i n v e r s i o n  m e t h o d s ,  t h e
G e l f a n d - L e v i t a n  m e t h o d  w a s  d i s c u s s e d  a s  a  m e a n s  f o r  g e o a c o u s t i c  i n v e r s i o n .  T h e  r e -
l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  p o i n t - s o u r c e  s p e c t r u m  a n d  t h e  p l a n e - w a v e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t
o f  t h e  w a t e r - b o t t o m  s e d i m e n t  w a s  d i s c u s s e d .  I t  w a s  s h o w n  t h a t  t h e  f u l l  s p e c t r u m ,
i n c l u d i n g  t h e  d i s c r e t e  v a l u e s ,  c o u l d  b e  u s e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  f o r
t h e  s h a l l o w - w a t e r  c a s e .  A  s i m p l e  m e t h o d  w a s  d e m o n s t r a t e d  t o  a c c o u n t  f o r  t h e  d e n s i t y
j u m p  a t  t h e  w a t e r - b o t t o m  i n t e r f a c e .  F i n a l l y ,  t h e  e f f e c t  o f  u s i n g  w a v e n u m b e r  c o n t e n t
c o r r e s p o n d i n g  t o  o n l y  r e a l  a n g l e s  o f  p r o p a g a t i o n  w a s  e x a m i n e d .  T h i s  w o r k  s u g g e s t s
t h e  p o t e n t i a l  u s e  o f  M O M A X  t y p e  d a t a  f o r  d o i n g  e x a c t  g e o a c o u s t i c  i n v e r s i o n .
6 . 1  C o n c l u s i o n s
M u c h  o f  t h i s  t h e s i s  w o r k  w a s  f o c u s e d  o n  a  m e a n s  t o  p r o v i d e  d a t a  f o r  d o i n g  p e r t u r -
b a t i v e  g e o a c o u s t i c  i n v e r s i o n  f o r  s p a t i a l l y  v a r y i n g  w a v e g u i d e s .  I t  w a s  d e m o n s t r a t e d
t h a t  a  t o o l  w a s  n e c e s s a r y  f o r  e x t r a c t i n g  t h e  d i s c r e t e  w a v e n u m b e r  s p e c t r u m  f o r  s h o r t -
a p e r t u r e  d a t a .  A n  a u t o r e g r e s s i v e  s p e c t r a l  e s t i m a t o r  w a s  e x a m i n e d  f o r  u s e  a s  a
w a v e n u m b e r  e s t i m a t o r .  I t  w a s  d e m o n s t r a t e d  t h a t  t h e  e s t i m a t o r  p e r f o r m e d  w e l l  r e l -
a t i v e  t o  o t h e r  h i g h - r e s o l u t i o n  e s t i m a t o r s  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  f r e q u e n c y  c o n t e n t  o f  a
s i g n a l  w i t h  n o i s e .  T h e  s a m e  a n a l y s i s  w a s  a p p l i e d  t o  d e t e r m i n e  w a v e n u m b e r  c o n t e n t
f o r  a  s y n t h e t i c  a c o u s t i c  f i e l d  h a v i n g  k n o w n  e i g e n v a l u e s  w i t h  s i m i l a r  r e s u l t s .  A n  a d -
v a n t a g e  o v e r  t h e  o t h e r  m e t h o d s ,  b a s e d  o n  e i g e n - d e c o m p o s i t i o n ,  i s  t h a t  n o  a  p r i o r i
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i n f o r m a t i o n  r e g a r d i n g  t h e  s i g n a l  b e i n g  a n a l y z e d  i s  r e q u i r e d ,  s u c h  a s  t h e  n u m b e r  o f
p r o p a g a t i n g  m o d e s .  F o r  t h e  r a n g e - d e p e n d e n t  i n v e r s i o n  w o r k s h o p  T C 3 ,  i t  w a s  s h o w n
t h a t  a  r e d u c t i o n  i n  a p e r t u r e  o f  a p p r o x i m a t e l y  t w o  c o u l d  b e  u s e d  t o  r e s o l v e  a n d  e x -
t r a c t  m o d a l  c o n t e n t .  I t  w a s  s h o w n  t h a t  t h e  l o c a t i o n  a n d  s h a p e  o f  a n  i n t r u s i o n  i n  t h e
s e d i m e n t  c o u l d  b e  d e t e r m i n e d  e x a c t l y .  T h i s  r e s u l t  i s  p a r t i c u l a r l y  n o t e w o r t h y  i n  t h a t
f o r  t h e  i n v e r s i o n  w o r k s h o p ,  i t  w a s  t h e  o n l y  m e t h o d  c a p a b l e  o f  d e t e r m i n i n g  t h e  n a t u r e
o f  t h e  i n t r u s i o n  i n  t h e  s e d i m e n t .
I n  t h e  s t u d y  o f  i n t e r n a l  w a v e  e f f e c t s  o n  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s ,  i t  w a s  o b s e r v e d
t h a t  t h e  s o u n d  s p e e d  p e r t u r b a t i o n s  i n  t h e  w a t e r  c o l u m n  d o  n o t  n e g a t i v e l y  i m p a c t  t h e
d e t e c t i o n  o f  p r o p a g a t i n g  m o d e s .  A l t h o u g h  m o d e  c o u p l i n g  i s  o b s e r v e d  w h e n  c o m p a r e d
t o  t h e  u n p e r t u r b e d  s o u n d  s p e e d ,  t h e  e f f e c t  i s  t o  t r a n s f e r  e n e r g y  t o  m o d e s  w h i c h  a r e
c o n s i s t e n t  w i t h  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  o f  t h e  w a v e g u i d e .  T h e  n e t  e f f e c t  a p p e a r s
t o  b e  t h a t  m o d e  c o u p l i n g  y i e l d s  m o r e  i n f o r m a t i o n  w h i c h  m i g h t  b e  u s e d  i n  t h e  p e r -
t u r b a t i v e  i n v e r s e  a l g o r i t h m ,  i . e . ,  m o d e s  t h a t  m a y  n o t  o t h e r w i s e  b e  e x c i t e d  a r e  n o w
i d e n t i f i e d .
F o r  t h e  M O M A X  e x p e r i m e n t s  d e s c r i b e d ,  i t  w a s  s h o w n  t h a t  t h e  s y n t h e t i c  a p e r t u r e s
c r e a t e d  b y  t h e  d r i f t i n g  G P S  n a v i g a t e d  b u o y s  w e r e  o f  v e r y  h i g h  q u a l i t y .  R e l a t i v e  s o u r c e
a n d  r e c e i v e r  r a n g e s  a n d  r a n g e  r a t e s  c o u l d  b e  d e t e r m i n e d  d i r e c t l y  f r o m  t h e  p h a s e
m e a s u r e m e n t s .  F o r  t h e  s i n g l e - m o d e  e x p e r i m e n t ,  a g r e e m e n t  w a s  o b t a i n e d  b e t w e e n  t h e
A R  e s t i m a t o r  a n d  t h e  p h a s e  d e r i v a t i v e  f o r  e x a m i n i n g  t h e  r a n g e  e v o l u t i o n  o f  h o r i z o n t a l
w a v e n u m b e r  f o r  t h e  p r o p a g a t i n g  m o d e .  F o r  a  c a s e  w h e r e  t h e  a p e r t u r e  o p e n e d  a l o n g
a  r a d i a l ,  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  w e r e  u s e d  a s  i n p u t  d a t a  f o r  p e r t u r b a t i v e  i n v e r s i o n .
T h e  r e s u l t i n g  s e d i m e n t  s o u n d  v e l o c i t y  p r o f i l e  w a s  c o n s i s t e n t  w i t h  a  s a n d y  s e d i m e n t
a s  e x p e c t e d  f o r  t h e  r e g i o n .  W a v e n u m b e r - b a s e d  i n v e r s i o n  w a s  a l s o  p e r f o r m e d  f o r  a
m o v i n g  s o u r c e / r e c e i v e r  c o n f i g u r a t i o n .  T h e  f i e l d  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  p r o f i e  r e s u l t i n g
f r o m  t h e  e x t r a c t e d  w a v e n u m b e r s  m a t c h e d  t h e  d a t a  q u i t e  w e l l .  A l t h o u g h  t h e  m o v i n g
s o u r c e / r e c e i v e r  c o n f i g u r a t i o n  m a d e  i t  d i f f c u l t  t o  a s s i g n  t h e  i n v e r s i o n  r e s u l t s  t o  a
s p e c i f i c  g e o g r a p h i c  l o c a t i o n ,  t h e  r e s u l t s  s u g g e s t  t h a t  w a v e n u m b e r  a n a l y s i s  t e c h n i q u e s
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a s  a  m e a n s  f o r  g e n e r a t i n g  t r a n s m i s s i o n  l o s s  c u r v e s  f o r  r a p i d  a s s e s s m e n t  i n  s i t u a t i o n s
w h e r e  s o u r c e  a n d  r e c e i v e r  p o s i t i o n s  a r e  i n  c o n s t a n t  m o t i o n .  R e l a t e d  t o  t h i s  r e s u l t  w a s
t h e  o b s e r v a t i o n  t h a t  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  w h e r e  s h i f t e d  f o r  a n  e x p e r i m e n t  w h e r e  t h e
s o u r c e  t r a v e r s e d  t h e  s a m e  l o c a l  e n v i r o n m e n t  a l o n g  a n  o u t g o i n g  a n d  i n c o m i n g  t r a c k .
I t  w a s  s h o w n  t h a t  a  b e t t e r  e s t i m a t e  o f  t h e  t r u e  w a v e n u m b e r s  c o u l d  b e  o b t a i n e d  b y
c o r r e c t i n g  f o r  t h e  D o p p l e r  s h i f t  i n  t h e  s p e c t r u m  d u e  t o  t h e  s o u r c e  m o t i o n .  F r o m  t h i s
a n a l y s i s ,  a  m e t h o d  w a s  s u g g e s t e d  f r o m  w h i c h  m o d a l  g r o u p  v e l o c i t y  c o u l d  b e  e s t i m a t e d
f r o m  t h e  o b s e r v e d  D o p p l e r  s h i f t  f o r  a  m o v i n g  s o u r c e .  T h e  r e s u l t s  o f  a  n u m e r i c a l  s t u d y
b a s e d  o n  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  f o r  a  m o d a l  f i e l d  w i t h  s h i f t e d  e i g e n v a l u e s  v e r i f i e d
t h e s e  r e s u l t s  a n d  s u g g e s t s  f u r t h e r  e x p e r i m e n t a l  w o r k .
F i n a l l y ,  t h e  n u m e r i c a l  s t u d i e s  u s i n g  t h e  G e l f a n d - L e v i t a n  m e t h o d  s u g g e s t  p o t e n t i a l
u s e  o f  M O M A X  t y p e  d a t a  f o r  p e r f o r m i n g  e x a c t  g e o a c o u s t i c  i n v e r s i o n s .  I t  w a s  s h o w n
t h a t  f o r  w a v e n u m b e r s  c o r r e s p o n d i n g  t o  r e a l  a n g l e s  o f  p r o p a g a t i o n ,  i n v e r s i o n  r e s u l t s
c o u l d  b e  o b t a i n e d  t o  a  d e p t h  o f  o n e  o r  t w o  w a v e l e n g t h s  i n  t h e  s e d i m e n t .  I t  w a s
s h o w n  t h a t  t h e  d e n s i t y  j u m p  a t  t h e  w a t e r - b o t t o m  i n t e r f a c e  c o u l d  b e  a c c o m m o d a t e d
b y  r e q u i r i n g  a  s i n g l e  p o i n t  m e a s u r e m e n t  o f  t h e  d e n s i t y  a t  t h e  i n t e r f a c e .  I t  w a s  a l s o
s h o w n  n u m e r i c a l l y  t h a t  t h e  s h a l l o w - w a t e r ,  d e p t h - d e p e n d e n t  G r e e n ' s  f u n c t i o n  c o u l d
b e  u s e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  p l a n e - w a v e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  a t  t h e  b o t t o m  f o r  u s e  i n
t h e  G e l f a n d - L e v i t a n  e q u a t i o n .
6 . 2  S u g g e s t i o n s  f o r  F u t u r e  W o r k
T h e  a u t o r e g r e s s i v e  w a v e n u m b e r  e s t i m a t o r  u s e d  f o r  t h i s  w o r k  p r o v i d e s  r e l i a b l e  w a v e n u m -
b e r  e s t i m a t e s  o n l y  f o r  r e g i o n s  o f  l o c a l  w a v e g u i d e  i n v a r i a b i l i t y  I n  t h e  c a s e  o f  a  c o n s t a n t
b a t h y m e t r i c  s l o p e  w h e r e  t h e  s e d i m e n t  p r o p e r t i e s  f o l l o w  t h e  b a t h y m e t r y ,  t h e  r e q u i r e -
m e n t  o f  l o c a l  i n v a r i a b i l i t y  i s  a  m a j o r  d e f i c i e n c y .  O n e  w a y  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s
m i g h t  b e  i m p r o v e d  i n  t h i s  c a s e  i s  t h r o u g h  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  a  t i m e - v a r y i n g  a u -
t o r e g r e s s i v e  e s t i m a t o r  ( T V A R ) .  T h e  T V A R  e s t i m a t o r  a l l o w s  f o r  t h e  c o e f f c i e n t s  o f
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t h e  p a r a m e t r i c  s i g n a l  m o d e l  t o  b e  t i m e - v a r y i n g ,  o r  i n  t h i s  a p p l i c a t i o n ,  r a n g e - v a r y i n g .
T h e  e f f e c t s  o f  i n t e r n a l  w a v e s  o n  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  i s  a n o t h e r  a r e a  t h a t  d e s e r v e s
f u r t h e r  w o r k .  T h e  l i m i t s  o f  w a v e n u m b e r  e s t i m a t i o n  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s t r o n g e r  a n d
s t r o n g e r  i n t e r n a l  w a v e  f i e l d s  s h o u l d  b e  s t u d i e d .
A  r e l a t e d  a r e a  f o r  r e s e a r c h  i s  t h e  e f f e c t  o n  w a v e n u m b e r  e s t i m a t e s  d u e  t o  t h e
s h a p e  o f  i n t r u s i o n s  i n  t h e  s e d i m e n t  f o r  a  w a v e g u i d e  w i t h  c o n s t a n t  b a t h y m e t r y .  F o r
t h e  i n v e r s i o n  w o r k s h o p ,  a  r e c t a n g u l a r - s h a p e d  i n t r u s i o n  w a s  i d e n t i f i e d .  A n  i n t e r e s t i n g
s t u d y  w o u l d  b e  t h e  i d e n t i f i c a t i o n  o f  o t h e r  r e g u l a r  s h a p e d  i n t r u s i o n s  s u c h  a s  a  s e m i -
c i r c l e  o r  t r i a n g l e .  T h i s  m i g h t  c o m p l e m e n t  w o r k  r e l a t i n g  t o  t h e  r e c e n t  G e o C l u t t e r  ( 5 6 )
e x p e r i m e n t s ,  w h e r e  d i s c r e t e  f e a t u r e s  i n  t h e  s e d i m e n t  a r e  s t u d i e d  a s  c o n t r i b u t o r s  t o
b o t h  p r o p a g a t i n g  a n d  s c a t t e r e d  a c o u s t i c  f i e l d s .  T h i s  w o r k  m i g h t  a l s o  p r o v i d e  a  m e a n s
t o  d e t e r m i n e  r a n g e  d e p e n d e n t  f e a t u r e s  o f  t h e  e n v i r o n m e n t  w h i c h  c o u l d  b e  u s e d  a l o n g
w i t h  t h e  g l o b a l  s e a r c h  m e t h o d s  f o r  d o i n g  g e o a c o u s t i c  i n v e r s i o n .
F r o m  t h e  e x p e r i m e n t a l  w o r k ,  i t  w a s  s h o w n  t h a t  t h e  m e a s u r e d  s p e c t r a  a r e  i n f l u -
e n c e d  b y  t h e  s o u r c e  a n d  r e c e i v e r  m o t i o n s .  A  m e t h o d  w a s  d e s c r i b e d  f o r  i n f e r r i n g
t h e  g r o u p  v e l o c i t y  f r o m  t h e  s h i f t e d  w a v e n u m b e r  s p e c t r a .  A n  e x p e r i m e n t  d e s i g n e d
t o  s p e c i f i c a l l y  m e a s u r e  s h i f t e d  s p e c t r a  f o r  g r o u p  v e l o c i t y  m e a s u r e m e n t s  i s  s u g g e s t e d
w h e r e  t h e  s o u r c e  i s  t o w e d  a t  a  h i g h  r a t e  o f  s p e e d  t o  m a x i m i z e  t h e  D o p p l e r  s h i f t  a n d
i n c r e a s e  t h e  o b s e r v e d  w a v e n u m b e r  d i f f e r e n c e s  f o r  i n c r e a s e d  f i d e l i t y  i n  t h e  d i f f e r e n c e
m e a s u r e m e n t s .  A  s i m i l a r  e x p e r i m e n t  m i g h t  a l s o  b e  d e s i g n e d  t o  p r o v i d e  d a t a  a l o n g  a
r a d i a l  a t  c o n s t a n t  b e a r i n g  f o r  a  l o n g  s y n t h e t i c  a p e r t u r e  t o  p r o v i d e  d a t a  f o r  e s t i m a t i n g
t h e  p l a n e - w a v e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  f r o m  t h e  s h a l l o w - w a t e r  G r e e n ' s  f u n c t i o n .  T h i s
w o u l d  r e q u i r e  a d d i t i o n a l  w o r k  i n  t h e  e s t i m a t i o n  o f  t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  f r o m  d a t a .  I n
t h i s ,  t h e s i s  w o r k ,  t h e  f a r - f i e l d  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  H a n k e l  f u n c t i o n  w a s  u s e d ,  w h e r e
a n  e x a c t  H a n k e l  t r a n s f o r m  s h o u l d  b e  e m p l o y e d  f o r  t h e  b e s t  e s t i m a t e  o f  t h e  t o t a l
s p e c t r u m .
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( 1 0 )  K .  M .  B e c k e r  a n d  G .  V .  F r i s k ,  H i g h  r e s o l u t i o n  m o d a l  m a p p i n g  i n  a  c o m p l e x
s h a l l o w - w a t e r  e n v i r o n m e n t .  J  A c o u s t .  S o c .  A m . ,  1 0 5 ( 2 ) ,  1 3 1 0  ( 1 9 9 9 ) .
( 1 1 )  G .  H .  B r o o k e ,  D .  J .  T h o m s o n ,  a n d  G .  R .  E b b e s o n ,  P E C a n :  A  C a n a d i a n
P a r a b o l i c  E q u a t i o n  M o d e l  f o r  U n d e r w a t e r  S o u n d  P r o p a g a t i o n .  J .  C o m p o  A c o u s -
t i c s ,  9 ( 1 ) ,  ( 2 0 0 1 ) .
( 1 2 )  K .  C h a d a n  a n d  P  C .  S a b a t i e r ,  I n v e r s e  P r o b l e m s  i n  Q u a n t u m  S c a t t e r i n g  T h e o r y .
( S p r i n g e r - V e r l a g ,  N e w  Y o r k ,  N Y  1 9 7 7 ) .
( 1 3 )  N .  R .  C h a p m a n ,  S .  A .  C h i n  B i n g ,  a n d  D .  K i n g ,  O N R / S P A W A R  I n v e r s i o n
T e c h n i q u e s  W o r k s h o p  R e p o r t .  ( i n  p r o c e s s  S e p t e m b e r  2 0 0 1 ) .
( 1 4 )  S .  A .  C h i n - B i n g ,  D .  B .  K i n g ,  a n d  J  D .  B o y d ,  T h e  E f f e c t s  o f  O c e a n  V a r i a b i l i t y  
o n
U n d e r w a t e r  A c o u s t i c  P r o p a g a t i o n  F o r e c a s t i n g ,  i n  O c e a n o g r a p h y  a n d  A c o u s t i c s :
P r e d i c t i o n  a n d  P r o p a g a t i o n  M o d e l s ,  e d .  A .  R .  R o b i n s o n  a n d  D .  L e e ,  ( A l P  P r e s s ,
N e w  Y o r k ,  1 9 9 4 ) .
( 1 5 J  M .  D .  C o l l n s ,  W .  A .  K u p e r m a n ,  a n d  H .  S c h m i d t ,  N o n l i n e a r  i n v e r s i o n  f o r  o c e a n -
b o t t o m  p r o p e r t i e s .  J .  A c o u s t .  S o c .  A m . ,  9 2 ( 5 ) ,  2 7 7 0 - 2 7 8 3  ( 1 9 9 2 ) .
( 1 6 )  T .  A .  D a v i e s ,  J  A .  A u s t i n ,  J r . ,  M .  B .  L a g o e ,  a n d  J .  D .  M i l l m a n ,  L a t e  Q u a t e r n a r y
s e d i m e n t a t i o n  o f f  N e w  J e r s e y :  N e w  r e s u l t s  u s i n g  3 - D  s e i s m i c  p r o f i l e s  a n d  c o r e s .
M a r i n e  G e o l o g y ,  1 0 8 ,  ( 1 9 9 2 )
1 6 2
( 1 7 )  P .  D e i f t  a n d  E .  T r u b o w i t z ,  I n v e r s e  S c a t t e r i n g  o n  t h e  L i n e .  C o m m .  P u r e  A p p l .
M a t h . ,  v o l .  X X X I I ,  1 2 1 - 2 5 1  ( 1 9 7 9 ) .
( 1 8 )  S .  E .  D o s s o ,  J .  M .  O z a r d ,  a n d  J .  A .  F a w c e t t ,  I n v e r s i o n  o f  a c o u s t i c  f i e l d  d a t a
f o r  b a t h y m e t r y  a n d  b o t t o m  s o u n d  s p e e d  v i a  s i m u l a t e d  a n n e a l i n g .  i n  A c o u s t i c
S i g n a l  P r o c e s s i n g  f o r  O c e a n  E x p l o r a t i o n ,  e d i t e d  b y  J  M .  F .  M o u r a  a n d  1 .  M .  G .
L o u r t i e  ( K l u w e r  A c a d e m i c ,  D o r d r e c h t ,  1 9 9 3 ) ,  p p .  5 1 - 5 6 .
( 1 9 j  J .  D o u t t ,  G .  V .  F r i s k ,  a n d  H .  M a r t e l l ,  D e t e r m i n a t i o n  o f  D i s t a n c e  B e t w e e n  a
M o v i n g  S h i p  a n d  D r i f t i n g  B u o y s  t o  C e n t i m e t e r - L e v e l  A c c u r a c y  a t  S e a  U s i n g
L l  P h a s e  G P S  R e c e i v e r s  a n d  D i f f e r e n t i a l  M o v i n g - B a s e  K i n e m a t i c  P r o c e s s i n g .
P r o c e e d i n g s  o f  t h e  1 1 t h  I n t e r n a t i o n a l  T e c h n i c a l  M e e t i n g  o f  t h e  S a t e l l i t e  D i v i s i o n
o f  t h e  I n s t i t u t e  o f  N a v i g a t i o n . ,  1 3 0 1  ( 1 9 9 8 ) .
( 2 0 )  J  A .  D o u t t ,  G .  V .  F r i s k ,  a n d  H .  M a r t e l l ,  U s i n g  G P S  a t  S e a  t o  D e t e r m i n e  t h e
R a n g e  B e t w e e n  a  M o v i n g  S o u r c e  S h i p  a n d  a  D r i f t i n g  B u o y  t o  C e n t i m e t e r - L e v e l
A c c u r a c y .  O c e a n s  ' 9 8  C o n f e r e n c e  P r o c e e d i n g s ,  N i c e  F r a n c e ,  ( 2 8  S e p t e m b e r -  1
O c t o b e r  1 9 9 8 )
( 2 1 )  G .  R .  E b b e s o n ,  D .  J  T h o m s o n ,  a n d  G .  H .  B r o o k e  P E  s o l u t i o n s  t o  s o m e  i n t e r n a l -
w a v e  b e n c h m a r k  p r o b l e m s .  J .  A c o u s t .  S o c .  A m . ,  1 0 9  ( 5  p t .  2 ) ,  2 3 3 3  ( 2 0 0 1 ) .
( 2 2 j  G .  R .  E b b e s o n ,  p e r s o n a l  c o m m u n i c a t i o n  ( J u l y  2 0 0 1 ) .
( 2 3 )  M .  R .  F a l l a t  a n d  S .  E .  D o s s o ,  G e o a c o u s t i c  i n v e r s i o n  v i a  l o c a l ,  g l o b a l ,  a n d  h y b r i d
a l g o r i t h m s .  J .  A c o u s t .  S o c .  A m . ,  1 0 5 ( 6 ) ,  3 2 1 9 - 3 2 3 0  ( 1 9 9 9 ) .
( 2 4 )  H .  F e r n a n d e z ,  M i g r a t i o n  o f  R a n g e  D e p e n d e n t  S h a l l o w  W a t e r  A c o u s t i c  F i e l d s .
S u m m e r  S t u d e n t  F e l l o w  R e p o r t ,  W H O I ,  ( 1 9 8 5 ) .
( 2 5 j  G .  V .  F r i s k ,  A .  V .  O p p e n h e i m ,  a n d  D .  R .  M a r t i n e z ,  A  T e c h n i q u e  f o r  m e a s u r i n g
t h e  p l a n e - w a v e  r e f l e c t i o n  c o e f f c i e n t  o f  t h e  o c e a n  b o t t o m .  J .  A c o u s t .  S o c .  A m . ,
6 8 ( 2 ) ,  6 0 2 - 6 1 2  ( 1 9 8 0 ) .
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( 2 6 )  G .  V .  F r i s k ,  J .  F  L y n c h ,  a n d  S .  D .  R a j a n ,  D e t e r m i n a t i o n  o f  c o m p r e s s i o n a l  w a v e
s p e e d  p r o f i l e s  u s i n g  m o d a l  i n v e r s e  t e c h n i q u e s  i n  a  r a n g e - d e p e n d e n t  e n v i r o n m e n t
i n  N a n t u c k e t  S o u n d .  J .  A c o u s t .  S o c .  A m . ,  8 6 ( 5 ) ,  1 9 2 8 - 1 9 3 9  ( 1 9 8 9 ) .
( 2 7 )  G .  V .  F r i s k ,  I n v e r s e  M e t h o d s  i n  O c e a n  B o t t o m  A c o u s t i c s .  i n  O c e a n o g r a p h i c  a n d
G e o p h y s i c a l  T o m o g r a p h y ,  e d i t e d  b y  Y  D e s a u b i e s ,  A .  T a r a n t o l a ,  a n d  J .  Z i n n -
J u s t i n ,  ( E l s e v i e r  S c i e n c e  P u b l i s h i n g  C o . ,  N e w  Y o r k ,  1 9 9 0 ) .
( 2 8 )  G .  V  F r i s k ,  O c e a n  a n d  S e a b e d  A c o u s t i c s :  A  T h e o r y  o f  W a v e  P r o p a g a t i o n .  ( P  T
R  P r e n t i c e  H a l l ,  E n g l e w o o d  C l i f f s ,  N e w  J e r s e y ,  1 9 9 4 ) .
( 2 9 )  G .  V  F r i s k ,  K .  M .  B e c k e r ,  L .  N .  C o n n o r ,  J .  A .  D o u t t ,  a n d  C .  J .  S e l l e r s ,  H i g h -
r e s o l u t i o n  t h r e e - d i m e n s i o n a l  m e a s u r e m e n t s  o f  l o w - f r e q u e n c y  s o u n d  p r o p a g a t i o n
i n  s h a l l o w  w a t e r .  J .  A c o u s t .  S o c .  A m . ,  1 0 3 ( 5 ) ,  ( 1 9 9 8 ) .
( 3 0 )  G .  V .  F r i s k  a n d  K .  M .  B e c k e r ,  M o d a l  E v o l u t i o n  a n d  I n v e r s i o n  i n  L a t e r a l l y
V a r y i n g  S h a l l o w - W a t e r  W a v e g u i d e s .  P r o c e e d i n g s  o f  t h e  I n t e r n a t i o n a l  C o n f e r e n c e
o n  A c o u s t i c s ,  N o i s e ,  a n d  V i b r a t i o n ,  M o n t r e a l ,  Q u e b e c ,  C a n a d a ,  ( A u g u s t  2 0 0 0 ) .
( 3 1 )  G .  V .  F r i s k ,  K .  M .  B e c k e r ,  a n d  J .  A .  D o u t t ,  M o d a l  M a p p i n g  i n  S h a l l o w  W a t e r  U s -
i n g  S y n t h e t i c  A p e r t u r e  H o r i z o n t a l  A r r a y s ,  P r o c e e d i n g s  O c e a n s  2 0 0 0  M T S j I E E E
C o n f e r e n c e  a n d  E x h i b i t i o n ,  P r o v i d e n c e ,  R I ,  ( S e p t e m b e r  2 0 0 0 ) .
( 3 2 )  G .  V  F r i s k ,  L .  L .  S o u z a ,  a n d  K .  M .  B e c k e r ,  A p p l i c a t i o n  o f  t h e  G e l f a n d - L e v i t a n
M e t h o d  t o  I n v e r s e  P r o b l e m s  i n  S e a b e d  A c o u s t i c s .  P r o c e e d i n g  o f  t h e  2 0 0 1  S I A M
A n n u a l  M e e t i n g ,  S a n  D i e g o ,  C A ,  ( 9 - 1 3  J u l y  2 0 0 1 ) .
( 3 3 )  G .  V .  F r i s k ,  T h e  R e l a t i o n s h i p  B e t w e e n  L o w - F r e q u e n c y  P h a s e  R a t e  a n d  S o u r c e -
R e c e i v e r  M o t i o n  i n  S h a l l o w  W a t e r :  T h e o r y  a n d  E x p e r i m e n t .  P r o c e e d i n g s  o f  t h e
1 7 t h  I n t e r n a t i o n a l  C o n g r e s s  o n  A c o u s t i c s ,  R o m e ,  I t a l y ,  ( 2 - 7  S e p t e m b e r  2 0 0 1 ) .
1 6 4
( 3 4 J  1 .  M .  G e l f a n d  a n d  B .  M .  L e v i t a n ,  O n  t h e  D e t e r m i n a t i o n  o f  a  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n
f r o m  i t s  S p e c t r a l  F u n c t i o n .  A m e r .  M a t h .  S o c .  T r a n s . ,  S e r i e s  2 ,  v o L .  1 ,  2 5 3 - 3 0 4 ,
( 1 9 5 5 ) .
( 3 5 )  P  G e r s t o f t ,  I n v e r s i o n  o f  s e i s m o a c o u s t i c  d a t a  u s i n g  g e n e t i c  a l g o r i t h m s  a n d  
a
p o s t e r i o r i  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n s .  J .  A c o u s t .  S o c .  A m . ,  9 5 ( 2 ) ,  7 7 0 - 7 8 2  ( 1 9 9 4 )
( 3 6 )  E .  L .  H a m i l t o n ,  G e o a c o u s t i c  m o d e l i n g  o f  t h e  s e a  f l o o r .  J .  A c o u s t .  S o c .  A m . ,
6 8 ( 5 ) ,  1 3 1 3 - 1 3 4 0  ( 1 9 8 0 ) .
( 3 7 )  C .  H .  H a r r i s o n  a n d  M .  S i d e r i u s ,  C o r r e l a t i o n s  b e t w e e n  s e a r c h  p a r a m e t e r s  i n  g e o a -
c o u s t i c  i n v e r s i o n .  i n  P r o c e e d i n g s  o f  t h e  F i f t h  E u r o p e a n  C o n f e r e n c e  o n  U n d e r w a t e r
A c o u s t i c s ,  E C U A  2 0 0 0 ,  e d i t e d  b y  P .  C h e v r e t  a n d  M .  E .  Z a k h a r a .  ( L y o n ,  F r a n c e
2 0 C 3 )  .
( 3 8 )  K .  E .  H a w k e r ,  A  n o r m a l  m o d e  t h e o r y  o f  a c o u s t i c  D o p p l e r  e f f e c t s  i n  t h e  o c e a n i c
w a v e g u i d e .  J .  A c o u s t .  S o c .  A m . ,  6 5 ( 3 ) ,  ( 1 9 7 9 )
( 3 9 )  J .  P .  H e r m a n d  a n d  P .  G e r s t o f t ,  I n v e r s i o n  o f  b r o a d b a n d  m u l t i  
t o n e  a c o u s t i c  d a t a
f r o m  t h e  Y e l l o w  s h a r k  s u m m e r  e x p e r i m e n t s .  I E E E  J .  O c e a n i c  E n g . ,  2 1 ,  3 2 4 - 3 4 6
( 1 9 9 6 )
( 4 0 J  O N R / S P A W A R  I n v e r s i o n  T e c h n i q u e s  W o r k s h o p ,  ( 1 5 - 1 8  M a y  2 0 0 1 ) .
h t t p : / / i t w o r k s h o p .  n r l s s c .  n a v y .  m i l j
( 4 1 )  F  B .  J e n s e n ,  W  A .  K u p e r m a n ,  M .  B .  P o r t e r ,  a n d  H .  S c h m i d t ,  C o m p u t a t i o n a l
O c e a n  A c o u s t i c s .  ( A l P  P r e s s ,  N e w  Y o r k ,  1 9 9 4 ) .
( 4 2 )  S .  M .  K a y  a n d  S .  L .  M a r p l e  J r . ,  S p e c t r u m  A n a l y s i s  -  A  m o d e r n  P e r s p e c t i v e ,
P r o c e e d i n g s  o f  t h e  I E E E ,  6 9 ( 1 1 ) ,  ( 1 9 8 1 ) .
( 4 3 )  G  K i t a g a w a  a n d  W .  G e r s c h ,  S m o o t h n e s s  P r i o r s  A n a l y s i s  o f  T i m e  S e r i e s .
( S p r i n g e r -  V e r l a g ,  N e w  Y o r k ,  1 9 9 6 ) .
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( 4 4 )  J .  A .  K o n g ,  E l e c t r o m a g n e t i c  W a v e  T h e o r y ,  2 n d  e d i t i o n .  ( J o h n  W i l e y  a n d  S o n s ,
N e w  Y o r k ,  1 9 9 0 ) .
( 4 5 )  W .  A .  K u p e r m a n ,  M .  D .  C o l l n s ,  a n d  H .  S c h m i d t ,  A  f a s t  s i m u l a t e d  a n n e a l i n g
a l g o r i t h m  f o r  i n v e r s i o n  o f  m a r i n e  s e d i m e n t  s e i s m o - a c o u s t i c  p a r a m e t e r s .  i n  S h e a r
W a v e s  f o r  M a r i n e  S e d i m e n t s ,  e d i t e d  b y  J .  M .  H o v e m ,  M .  D .  R i c h a r d s o n ,  a n d
R .  D .  S t o l l  ( K l u w e r  A c a d e m i c ,  D o r d r e c h t ,  1 9 9 1 ) ,  p p .  5 2 1 - 5 2 8 .
( 4 6 )  R .  M .  L e w i t t ,  R e c o n s t r u c t i o n  A l g o r i t h m s :  T r a n s f o r m  M e t h o d s .  P r o c e e d i n g s  o f
t h e  I E E E ,  7 1 ( 3 ) ,  ( 1 9 8 3 ) .
( 4 7 )  L W A D  9 9 - 1  P a r t i c i p a n t s ,  L i t t o r a l  W a r f a r e  A d v a n c e d  D e v e l o p m e n t  ( L W A D  9 9 - 1 )
Q u i c k l o o k  B r i e f i n g  P r o c e e d i n g s  ( 2 7  A p r i l  1 9 9 9 ) .
( 4 8 )  J  F .  L y n c h ,  S .  D .  R a j a n ,  a n d  G .  V  F r i s k ,  A  c o m p a r i s o n  o f  b r o a d b a n d  a n d
n a r r o w - b a n d  m o d a l  i n v e r s i o n s  f o r  b o t t o m  g e o a c o u s t i c  p r o p e r t i e s  a t  a  s i t e  n e a r
C o r p u s  C h r i s t i ,  T e x a s .  J .  A c o u s t .  S o c .  A m . ,  8 9 ( 2 ) ,  6 4 8 - 6 6 5  ( 1 9 9 1 )
( 4 9 )  S .  L .  M a r p l e  J r . ,  D i g i t a l  S p e c t r a l  A n a l y s i s  w i t h  A p p l i c a t i o n s .  ( P r e n t i c e - H a l l ,
I n c . ,  E n g l e w o o d  C l i f f s ,  N  J  1 9 8 7 ) .
( 5 0 )  A .  A .  M e r a b ,  E x a c t  R e c o n s t r u c t i o n  o f  O c e a n  B o t t o m  V e l o c i t y  P r o f i l e s  f r o m
M o n o c h r o m a t i c  s c a t t e r i n g  D a t a .  ( P h . D .  d i s s e r t a t i o n ,  M I T / W H O I ,  W H O I - 8 8 -
1 2 ,  1 9 8 8 ) .
( 5 1 )  J .  R .  M c L a u g h l i n  a n d  S .  W a n g ,  R e c o v e r y  o f  a  v e r t i c a l l y  s t r a t i f i e d  s e a b e d  i n
s h a l l o w  w a t e r  f r o m  a c o u s t i c  d a t a .  ( P r e p r i n t ,  D e p a r t m e n t  o f  M a t h .  S c i e n c e s ,
R e n s s e l a e r  P o l y t e c h n i c  I n s t i t u t e ,  T r o y ,  N e w  Y o r k ,  1 9 9 8 )
( 5 2 )  D .  R .  M o o k ,  T h e  n u m e r i c a l  s y n t h e s i s  a n d  i n v e r s i o n  o f  a c o u s t i c  f i e l d s  u s i n g  t h e
H a n k e l  t r a n s f o r m  w i t h  a p p l i c a t i o n  t o  t h e  e s t i m a t i o n  o f  t h e  p l a n e  w a v e  r e f l e c t i o n
c o e f f c i e n t  o f  t h e  o c e a n  b o t t o m .  ( S e . D .  d i s s e r t a t i o n ,  M I T  E . E .  ,  1 9 8 3 )
1 6 6
( 5 3 )  C .  A .  N i t t r o u e r  a n d  J .  H .  K r a v i t z ,  S T R A T A F O R M :  A  p r o g r a m  t o  s t u d y  t h e  c r e -
a t i o n  a n d  i n t e r p r e t a t i o n  o f  s e d i m e n t a r y  s t r a t a  o n  c o n t i n e n t a l  m a r g i n s .  O c e a n o g -
r a p h y ,  9 ,  ( 1 9 9 9 ) .
( 5 4 )  K .  O h t a ,  A n a l y s i s  o f  M o d a l  E v o l u t i o n  C a u s e d  b y  W e a k l y  a  R a n g e - D e p e n d e n t
S e a b e d  i n  S h a l l o w  W a t e r  a n d  I t ' s  A p p l i c a t i o n  t o  I n v e r s i o n  f o r  G e o a c o u s t i c  P r o p -
e r t i e s  ( P h . D .  d i s s e r t a t i o n ,  M I T  / W H O I ,  W H O I - 9 3 - 3 5 ,  1 9 9 3 ) .
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